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Resumen

En el presente escrito se presentan todos los fundamentos de Teoria de
numeros, Algebra moderna, Teoria de nimeros algebraicos, Latices, Analisis
matematicoy Variable compleja que son necesarios para realizar un estudio in-
troductorio a la Teoria de nimeros trascendentales a partir de la exposicién de
los problemas tipicos de la materia, desde Aproximacion diofantina, Teorema
de Lindemann, Teorema de Gelfond-Schneider, el Teorema de Baker, hasta un
teorema importante para la solucién de ecuaciones diofantinas. Para ello, se
asumen conocimientos basicos de Algebra lineal y Célculo. Se realiza una in-
troduccion intuitiva a la conjetura de Collatz y se demuestran los resultados
iniciales de la conjetura de Collatz hasta el problema de los 1-ciclos. Se ex-
pone el Teorema de Steiner para demostrar que no existen 1-ciclos utilizando
la Teoria de numeros trascendentales.
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Glosario de siglas

Simbolo Significado
<, < Menor, menor o igual
>, > Mayor, mayor o igual
v Para todo
= Existe
Por lo tanto
f’ Primera derivada de f
fo j-ésima derivada de f
0 Derivada parcial respecto a una variable
| x| Valor absoluto complejo de x
D Sumatoria del estiloa + b + ... + z
11 Producto del estiloa - b -+ z
- Denota el préoximo valor de una sucesion
{a,b,...,z} Conjunto de elementos
- Subconjunto
€ Pertenece
* No es igual
0 Conjunto vacio
max, min Maéaximo, minimo
sup, inf Supremo, infimo







Capitulo 1

Introduccion

1.1 Contexto

En términos sencillos, una ecuacién diofantina es una ecuacion algebraica
que tiene como soluciones nimeros enteros. Un caso famoso son las ternas
pitagoricas que resuelven la ecuacion x? + y* = z2. Estas ecuaciones pueden
resultar increiblemente dificiles de resolver, pues se requieren técnicas per-
tinentes a las areas de Teoria de ntimeros trascendental, Teoria de niimeros
algebraicos y Aproximacién diofantina.

Por otro lado, la conjetura de Collatz o el problema 3x+1 consiste en con-
struir una serie que comienza con cualquier numero entero n, si el namero es
par se divide entre dos, y si es impar lo multiplicamos por tres y le sumamos
1, asi, el resultado es el nuevo valor de la sucesion. Por ejemplo:

5 (impar) — 16 (par) — 8 (par) — 4 (par) —» 2 (par) — 1

Si la sucesion repite valores sin incluir al numero 1, se dice que estos valores
forman un ciclo no trivial. La conjetura de Collatz afirma que esta sucesion
converge numéricamente a 1 y como consecuencia de ello, se afirma que no
hay ciclos no triviales. Por lo cual, determinar que no hay ciclos no triviales es
clave para la demostracién de la conjetura. Por su parte, la busqueda de ciclos
estd estrechamente relacionada con las soluciones de algunas ecuaciones dio-
fantinas, por lo que serdn de una herramienta clave para abordar la conjetura
de Collatz.
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1.2 Antecedentes

La conjetura fue compartida de manera verbal desde 1930 y no hubo doc-
umentos formales hasta la década de 1970, sin embargo, se le adjudica prin-
cipalmente Collatz Lothar. Consiste en construir una serie que comienza con
cualquier numero n. Si el nimero es par se divide entre dos, y si es impar lo
multiplicamos por tres y le sumamos 1. El resultado es el nuevo valor de la
sucesion. La conjetura de Collatz afirma que la sucesion llegara a 1. Sorpren-
dentemente, existen muchas 4reas que conectan con estos problemas, desde
Teoria de numeros, Sistemas dindmicos, Teoria de probabilidad, Teoria de la
medida, entre otras areas [15].

El primer avance notable en los ciclos comienza con Steiner [22] en 1977 al
demostrar que no existen 1-ciclos no triviales resolviendo una ecuacion dio-
fantina utilizando técnicas de teoria de niimeros trascendental, en particular,
utilizando resultados del Teorema de Baker. En base al progreso de Steiner, Si-
mons [20] logra demostrar que no existen 2-ciclos no triviales. Refinando esta
demostracion, Simonsy de Weger [23] extienden este resultado hasta 68-ciclos.
De esta manera, se ha continuado el método propuesto con Simons y aplicado
distintas técnicas hasta 91-ciclos [13,19]. Por supuesto, no hay evidencia de la
existencia de un ciclo no trivial.

1.3 Planteamiento del problema

La principal problemética que se piensa resolver en la conjetura de Collatz,
reside en la comprensién de los avances que se han hecho en el area, en partic-
ular, en la teoria utilizada para resolver el problema de los 1-ciclos. Esto se debe
a que se requieren técnicas matemadticas avanzadas para comprender la de-
mostracion de Steiner y su acceso ha sido muy limitado. Aunque Simons [20]
lo cita frecuentemente, y su resultado extiende el de Steiner, no se le ha dado
el tratamiento adecuado al resultado de Steiner.

En primer lugar, es necesario exhibir la conexion entre la Teoria trascen-
dental de nameros y las ecuaciones diofantinas para resolver el problema de
los 1-ciclos en la conjetura de Collatz. En segundo lugar, se requiere moti-
var la teoria de manera intuitiva dado que la Teoria trascendental de nimeros
utiliza una maquinaria pesada, dificil de comprender, si no se introduce cor-
rectamente, lo que puede perder el interés de cualquier persona que quiera
participar en la investigacion de la conjetura de Collatz. Por ultimo, existe la
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necesidad de presentar enfoques didacticos que faciliten el estudio de esta con-
jetura con todo el contexto de sus herramientas matemaéticas. En conjunto,
resolver estas problemadticas generardn claridad en la conjetura de Collatz y
permitirdn que el lector pueda resolver problemas anélogos.

1.4 Solucion del problema

Se propone un estudio exhaustivo de los tépicos claves para comprender y
replicar la demostracion de Steiner de 1977. Entre los tépicos, se piensa estu-
diar a fondo teoremas de la teoria trascendental de ntimeros y su conexién con
las ecuaciones diofantinas.

Objetivos

1.5 Objetivo general

« Estudiar y presentar las técnicas de Teoria trascendental de nameros y
Teoria de numeros algebraicos para presentar el problema de los 1-ciclos
en la conjetura de Collatz.

1.6 Objetivos especificos

« Presentar los problemas tipicos de la Teoria trascendental de nimeros
por su orden e importancia histérica: Teorema de Lindemann, Gelfond-
Schneider, Teorema de Baker, etc.

o Conectar las ideas de la teoria trascendental de niumeros con las ecua-
ciones diofantinas con las ideas propuestas por Baker.

« Exponer desde un punto de vista intuitivo, los conocimientos necesarios
hasta alcanzar el problema de las ecuaciones diofantinas en los 1-ciclos
de la conjetura de Collatz.

« Replicar de manera didactica la demostracion de Steiner de 1977.

1.7 Alcancesy delimitaciones

La investigacion proporcionard claridad para comprender los avances actuales
en los ciclos de la conjetura de Collatz, por supuesto, aunque no se tratara di-
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rectamente los n-ciclos, para toda n, se presentardn todas las bases para enten-
der el contexto con el que se trabajan.

No se pretende proporcionar un estudio exhaustivo del drea de Teoria trascen-
dental de ntimeros o Teoria de ntimeros algebraicos, sin embargo, habré sufi-
ciente material para resolver de manera andloga algunas ecuaciones diofanti-
nas el cual seré el tema central de este trabajo.



Capitulo 2

Fundamentos esenciales

En este apartado, se tiene como objetivo presentar las definiciones y concep-
tos importantes para presentar de manera comprensible el capitulo de teoria
trascendental de niumeros. Por lo cual, los siguientes temas seran tratados de
manera breve y no pretenden presentar un material exhaustivo de cada area,
unicamemente los resultados indispensables para este trabajo. Para un estudio
mas elaborado de estas areas, se recomienda ampliamente los libros de Teoria
de numeros [4], [16], [11], Algebra [14], Anélisis [1] y Variable compleja [8].

2.1 Teoria de numeros

Principio de Dirichlet: Sean m, n dos numeros naturales distintos de 0. Si
se desean colocar n palomas en m cajas con n > m, alguna caja debe contener
al menos n + 1 palomas.

Principio del buen orden: En cualquier conjunto de numeros naturales
A C N distinto del conjunto vacid, A # (J, existe un minimo, es decir, un
namero n € A tal que n < a para todo a € A.

2.1.1 Divisibilidad

Si bien los conceptos de divisibilidad son comunmente conocidos en el con-
junto de los nimeros enteros, en realidad, las siguientes propiedades son val-
idas en otros conjuntos. Aunque no se demostrard explicitamente, los sigu-
ientes resultados son validos para polinomios con coeficientes en algiin campo.
Como referencia, recomendamos [14, Cap. 3, Sec. 9].
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Teorema 2.1.1 (Algoritmo de la division). Dados a,b € Z tal que b > 0,
existen enteros unicos q y r que satisfacen

a=qgb+r 0Lr<b
Demostracion. Primero, definamos el conjunto
S={a—xblxeZ, a-xb>0}
Veamos que el conjunto es no vacio. Como el entero b > 1, entonces |a|b > |a|

y asi,
u=a—-(—|la)b=a+|alb>a+|a| >0

Es decir, u € S. Por el Principio del buen orden, existe el entero mas pequefio
en S, sea ése entero r. Por definicién de S, existe un entero g que satisface

r=a—qgb 0Lr
Supongamos que r > b, entonces r — b > 0, asi,
a—(@+1)b=(a—-gb)—-b=r—-b>0

Entonces a — (¢ + 1)b € Sy ademéas,a—(q+ 1)b = r—b < r,locual
contradice que r sea el entero mas pequefo contenido en S. Esto implica que
r < b. Entonces, existen enteros q y r que satisfacen

a=qgb+r 0<r<b

Veamos que g y r son unicos. Supongamos que existe otra representacion de
la misma forma, es decir,

a=gb+r=q9'b+r 0<r<b 0<Lr <b
Entonces ' —r = b(q — q') ycomo b > 0
Ir' —r| =1b(qg —q")| = |bll(q — )| = blg—¢'|

Sumando las desigualdades —b < —r < 0y 0 < r’ < b obtenemos que —b <
r' —r < b, de manera equivalente, |r' —r| < b. Asi, blqg — q’| < b. Por lo cual,

0<|g—q'| <1

Entonces |q — q’| es un entero no negativo menor a 1, por lo cual, la tnica
posibilidad es que |g — q’| = 0. Porlo tanto,q = ¢ = r = r/, lo cual
concluye la demostracion. [
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Definicion 2.1.1. Un entero b se dice que es divisible por un entero a # 0,
en simbolos se representa como a|b, si existe un entero ¢ # 0 tal que b = ac.
Escribimos a /b para indicar que b no es divisible por a.

Las siguientes proposiciones son en realidad propiedades de la division, en
particular, la mas utilizada y de mayor interés es la proposicion 2.1.5.

Proposicion 2.1.1. Sea a un entero, entonces a|0, 1|a, a|a.

Demostracion: Claramente0 =a-0,a =1-aya = a -1, por definicién
al0, 1|a y a|a respectivamente. [ |

Proposicion 2.1.2. Sean a, b, c, d enteros. Si a|b y c|d, entonces ac|bd.

Demostracion: Como b = am para alguna my d = cn para alguna n, en-
tonces multiplicando ambas expresiones bd = amcn = (ac)mn, por lo tanto,
ac|bd. [ |

Proposicion 2.1.3. Sean a, b, ¢ enteros. Si a|b y b|c, entonces a|c.

Demostraciéon: Como b = am para alguna m y ¢ = bn para alguna n, en-
tonces ¢ = (am)n = (a)mn, por lo tanto, a|c. [ |

Proposicion 2.1.4. Sean a, b enteros. Si a|b con b # 0, entonces |a| < |b|.

Demostraciéon. Como a|b, entonces existe un entero ¢ # 0 tal que b = ac.

Por la Definicién 2.1.1, a # 0. Claramente |2| = |c| > 1, por lo tanto, |2| >1,
a a
asi|2| :%21ﬁnalmente|b| > |al. [ |
a a
Proposicion 2.1.5. Sean a, b, c enteros. Sia|by a|c entonces a divide a cualquier
combinacion lineal de b y ¢, es decir, a|bx + cy para cualesquiera enteros x, y.

Demostracion. Como b = am para alguna m, entonces bx = amx, en-
tonces a|bx, andlogamente cy = any, por lo tanto, bx + cy = amx + any =
a(mx + ny), como mx + ny es un entero, entonces a|bx + cy. [ |
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Ahora, veremos un concepto que tiene mucha relevancia no solamente para
los nameros enteros, si no también para los polinomios, aunque de nuevo, no
lo demostraremos explicitamente.

Definicion 2.1.2. Definimos el maximo comun divisor entre dos enteros a, b
como el entero d que satisface:

e d|a,d|b
« Siclaycl|b, entonces ¢ < d.
Se denota d = (a, b)

Teorema 2.1.2. Sean enteros a, b, con al menos uno no nulo, entonces ex-
isten enteros r, s tales que el maximo comun divisor se puede escribir como
combinacion lineal de a y b, es decir:

d = (a,b)=ar + bs

Demostracion. Consideremos el conjunto S de todas las posibles combina-
ciones lineales de a y b:

S={au+bv:au+bv>0 u,ve?}

Claramente este conjunto es no vacio, pues si u,v = 1 entoncesa + b € S.
Por el principio del buen orden, S debe contener un elemento minimo d. Por
lo tanto, por definiciéon de S, d = ar + bs. Afirmamos que d = (a, b). Por el
algoritmo de la divisiéon, a = dq + r con 0 < r < d, entonces

r=a—dq=a—(ar+bs)q =a—arq—bsq =a(l —rq)+ b(—sq)

Por lo tanto, si r es un entero positivo entonces r € S con r < d, lo cual con-
tradice la eleccion de d, asi, r = 0. Con ello concluimos que a = dq, es decir,
d|a, andlogamente d|b. Supongamos que existe c|a y c|b. Por la Proposicion
2.1.5c|ax+Dby para cualesquiera enteros x, y, en particular, c|d. Por la Proposi-
cion 2.1.4, ¢ < d. Por definicion, d es el maximo comun divisor entre ay b. Lo
cual concluye la demostracién. [

Definicion 2.1.3. Decimos que a y b son primos relativos si (a, b) = 1.

Teorema 2.1.3. Si ay b son primos relativos, entonces existen enteros r,s tales
que el numero 1 se puede escribir como combinacion lineal de a y b, es decir:

1=ar+bs
La demostracion es una consecuencia directa del Teorema 2.1.2.

Lema 2.1.1 (Lema de Euclides). Si a|bc tal que (a, b) = 1, entonces alc.
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Demostracion. Como (a, b) = 1, entonces existen enteros r, s tales que 1 =
ar + bs. Multiplicando por c, ¢ = arc + bcs, como a|bc, entonces existe algun
entero q tal que bc = agq, por lo tanto, ¢ = arc+ aqs = a(rc + gs), por lo tanto,

ale. [ |

2.1.2 Congruencias
Definicion 2.1.4. Decimos que a =b mod m siy solo si m|a — b.

En palabras, se lee a es congruente con b médulo m siy solo si m divide a
a—>b. Utilizar esta notacion tiene muchos beneficios, en primer lugar, se puede
demostrar que = es una relacion de equivalencia, lo que permite simplificar
muchos resultados en teoria de numeros. Veremos solamente algunas de sus
propiedades.

Proposicion 2.1.6. Sea m > 1y a un entero. Entonces a = a mod m.

Demostracion: Claramente m|a—a, yaque m|0, porlotanto,a = a mod m.

Proposicion 2.1.7. Seam > 1, ay b enteros. Si a = b mod m, entonces
b=a mod m.

Demostracion: Comoa =b mod m, entoncesa —b = m - g, por lo tanto,
b —a=m-(—q), porlo tanto, m|b — a. [ |

Proposicion 2.1.8. Seam > 1, a,b,c enteros. Sia = b modmyb = ¢
mod m, entonces a = ¢ mod m.

Demostracion: Comoa—b = mq, yb—c = mq,, entonces sumando ambas
ecuaciones a — ¢ = mq, + mq, = m(q, + q,), por lo tanto, m|a — c. [

Por supuesto, estas ultimas tres proposiciones son suficientes para concluir
que = es una relacion de equivalencia. Las siguientes proposiciones son resul-
tados dificiles de obtener sin la estructura que proporcionan las congruencias,
es decir, no son evidentes.

Proposicion 2.1.9. Sean a,b,c,d enterosym > 1. Sia =b mod m,c = d
mod m, entoncesa +c=b+d mod myac =bd mod m.
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Demostracion: Comoa—b = mq, yc—d = mq,, entonces sumando ambas
expresiones a + ¢ — (b + d) = m(q; + q,), por lo tanto, m|(a + c) — (b + d).
Por otro lado, ac = (mq, + b)(mq, + d) = bd + mq,mq, + bmg, + dmq,,
entonces ac — bd = m(q,q,m + b + d) con q;q,m + b + d € Z, por lo tanto,
m|ac — bd. [ ]

Proposicion 2.1.10. Sean a, b, c enterosym > 1. Sia = b mod m, entonces
a+c=b+c mod myac=bc mod m.

Demostracion: Como a — b = mgq, entonces a + ¢ — (b + ¢) = mq, es decir,
m|(a +c) — (b + c¢). Ademas,c(a — b) = mqc, por lo tanto, m|ac — bc. [ ]

Proposicion 2.1.11. Sean a, b enteros. Si a = b mod m, entonces a* = b¥
mod para cualquier entero positivo k.

Demostracion: Por la Proposicion 2.1.9 y usando ¢ = a, d = b, entonces
a*> = b> mod my se puede probar por induccién que a¥ = b* mod m para
keZ. |

2.1.3 Fracciones continuas

Definicion 2.1.5. Una fraccidn continua, es una expresion de la forma:

1
a2+‘_

Y se denota como [a,, a;, a,, ...]. A los nimeros a jse les conoce como los co-
cientes parciales.

Definicion 2.1.6. Definimos a [a,, a,, ..., a,] como el enésimo convergente
de [ay, a;, a,, ...]. Es decir, es el resultado de la siguiente fraccién continua:
Pu 1

q =lag,...,q,] = ay+
n

a + !
n—1 an

Donde (p,,q,) = 1. Y a los numeros x,, = [a,,a,,;,..-] s les conoce como
cocientes completos.
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Teorema 2.1.4. Sea [a,, a,, ...] una fraccién continua. Entonces, afirmamos
que:

* Pn=Q0yPp + Pn-2
* gy = Qpqp + dn—2
Donde p_, =1yq_, =0.
Demostracion. Procedemos por induccién. Para n = 1, donde claramente

Do=0a,yYq =1

[ag, a;] = ay + !
0> 11 — Y0 al
_a0a1+1

a,

Como se requeria. Supongamos que el teorema es valido para n. Por lo tanto,
observemos lo siguiente para utilizar la hipotesis de induccién:

]

[ao, cee s an+1] = [ao, ey, ay +
n+1

1
_ (an + a_> Dp + Dn—

n+1

B 1
(an + a_> dn- + dn—

n+1
An410nPn-1 + Pn-1 + Apy1Pn—2
Ap+1ndn—1 + dn—1 + Apn+19n—2
an+1(anpn—1 + Pn—z) + Pn-1
An11(anGn1 + 9n2) + Gna
Qny1Pn + Pn

an+1qn—1 + qn—l
_ Pnn

qn+1

Lo cual finaliza la induccion. [ |
Lema 2.1.2. Las siguientes relaciones se cumplen:

L PuGp-1 = Pn19n = (1"

2. PnGn-2 = Pn2qn = (=1)"a,
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Demostracion. Veamos la primera parte, utilizando el Teorema 2.1.4:

DPn4n—1 — Pn—19n = (anpn—l + pn—z)qn—l - pn—l(anQn—l + qn—z)
= Pn—24n—1 + ayPn-19n-1 — AuPn-19n-1 — Pn-19n—2
= (=1)(Pn-19n—2 — Pn—2qn-1)

= (=1)"(poq-1 — P-190)
= (-D"(-1)
= (-

Andlogamente, y utilizando lo anterior,

DPn4n-—2 — Pn—29n = (anpn—l + Pn—z)Qn—z - pn—z(anqn—l + Qn—z)
= Pn—2Qn—2 *+ AyPn_19n—2 — @Pn—29n-1 — Pn—29n—2
= an(pn—lqn—z - pn—2qn—1)
= (_l)nan
|

Definicion 2.1.7. Sea o un numero real. Para m = 0,1, 2, ... definimos el
siguiente algoritmo recursivo como sigue:

. C{O:(x

. a, = |a,| donde | x| representa la funcion piso.

s, =a,+
a, +1
Observemos que dada esta definicion, para un entero positivo m, se cumple
que a = [ay, ay, ... , A1, Ay, | (s€ sigue de expandir a = «,). Por lo cual, se jus-
tifica que se pueda aproximar cualquier nimero real a partir de las fracciones
continuas.

, . . p
Teorema 2.1.5. Sea « un numero irracional y — sea un convergente de su
n
fraccion continua. Por lo tanto,

L P

dn

1
a qn(an+1qn + qn—l)
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Demostracion. Sean unentero positivo. Entonces, a = [ay, @y, ... , @y, Xy i1 ]-
Entonces, utilizando el Teorema 2.1.4 y el Lema 2.1.2,

Pn _ Xpt1Pn + Pn—1 Pn
a — — —— — ——

qn an+1qn + qn—l qn
— Prn-19n + Xn+1Pn9n — A1 Pn9n — Pn9n-—1

Qn(an+IQn + qn—l)
_ Pn-19n — Pn4n-1

B qn(an+1qn + qn—l)
_ (_1)(pnqn—1 - qnpn—l)
qn(an+lqn + qn—l)
_ (-1)"
qn(an+1qn + qn—l)

. . p y
Corolario 2.1.1. Sea o un numero real con — convergente en su fraccion
n
continua. Entonces,

|qna - pnl < |qn—1a - pn—ll

Demostracion. Por el Teorema 2.1.5, tenemos que:

1

9% = Pal = —————
n Pn dn%n+1 + dn—1
Andlogamente,
1
191 = Ppa| = ———7——
o o qn—1%, + dn—2
Por lo cual, es suficiente probar la siguiente desigualdad,
1 1

< (2.1)
qnan+1 + qn—l qn—lan + qn—2

Notemos que:

1 3 1
A, +q, . 1
qn o qn 2 qn—l(an + a )+qn—2
n+1
_ 1
B dn—1
9n-1ay + - + qn—
CCn+1
Ant1

qn—lanan+1 + qn—l + qn—2“n+1
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Por lo tanto, se cumple la ecuacion (2.1) si y solo si,

Qn10y%pg1 + Qpg + 1Qu < Qn“,iﬂ + qu_1%1 <=
i1 (Qn1@y + Gu2) + Gpg < Qnarz,ﬂ tqn 1%y <=
GnO%ns1 + Guo1 < %041(@nPpir + Guor) <
I<aun

Notemos que

=a, — |a,]|, por lo cual,
n+1 ., n+1
lo cual concluye la demostracion. [ |

< 1, por lo tanto, a,,; > 1,

. , p .
Corolario 2.1.2. Sea o un numero real, q—" un convergente en la fraccién con-
n
tinua de a, entonces,

;2 < |OC — &
(an+1 + 2)qn qn

Demostracion. Argumentamos que

dn—1
Apyq + 2- Api1 > ——
n

Primero, notemos que g, > q,_;, pues de hecho, q, = a,9,_; + g,_,, donde
todos son enteros positivos. Por lo cual, es suficiente ver que a,, . +2—c, ., > 1,

lo cual es obvio, yaque o, = a,,4; + < a,,; + 1. Por lo tanto,

n+1 +1
qn(an+1 +2- an+1) > qp-1
(an+1 + 2)qn — Ap+14n > dn—
(an+1 + 2)qn > an+1qn + qn—l
(an+1 + z)q}%l > qn(an+lqn + qn—l)
1 1
> 2
qn(an+1qn + qn—l) (an+1 + 2)%

Utilizando el Teorema 2.1.5, concluimos que,

|oc—&> 1

dn (an+1 + 2)q1%1
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De hecho, estamos mds interesado en este corolario que en el teorema, pues,
con €l es posible obtener una cota inferior para a,,, ;.

Teorema 2.1.6 (Ley de la mejor aproximacién). Sea a un numero real y Pn

n
un convergente de su fraccion continua y n > 2. Si p, g son enteros tales que

0<qg<aq, yg * %, entonces,

n

lg,a — p,| < |ga — p|

!/
Ademads, una fraccion reducida p_/ con q' > g, que satisface la desigualdad es
q

convergente.

Demostracion. Por el Corolario 2.1.1 hemos probado el caso cuando g es

convergente en la fraccién continua de «.

Casol. Supongamosqueq = g,, entonces p # p, (por la hipotesis g # % ,
asi, "
Ig _ Pa| _ P =Dyl
q qn dn
1
Z R
dn

A su vez, notemos que para cada n, a, < «, (por la propiedad de la funcién
piso). Utilizando el Teorema 2.1.5,

WP

dn

1
B qn(an+1qn + qn—l)
1

<
qn(an+1 qn + qn—l)
1

 Gunn
1

24,

<
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La ultima desigualdad porque g,.; > 3 cuando n > 2 (ya que g, es estricta-
mente creciente para n > 1). Por la desigualdad del tridngulo,

|_£>B_&_‘_&
al |9  an n
11
4, 29,
1
- 2q,
> |l — —

Por lo tanto, como q = g,,, obtenemos:

g — p| > g, — pal

Como se requeria.

Caso 2. Supongamos que 0 < g < g,. Consideremos el siguiente sistema de
ecuaciones

X + P Y =p (2.2)
4 X +q,1Y =q (2.3)

La cual induce la siguiente solucion (x, y) tnica:

x = Pgn-1—4Pn—1
Pn9n-1 — Pn—19n
Pqn —qPn

Y= DPrnGn-—1— Pn-1qn

Por el Lema 2.1.2, los denominadores son +1. Por lo tanto, x, y son enteros, y
de hecho podemos considera que son no nulos, ya que si

pqn—l_qpn—1=0 > - = —

] p
Para lo cual no habria nada que demostrar, por ser — convergente en la frac-

cion continua. Ahora, por la ecuacion (2.3) como g, > g, necesariamente X, y
. . b . .
tienen signos opuestos. Por el Teorema 2.1.5, « — — alterna signos, es decir,

a— i yo— Pn tienen signos opuestos. Esto implica que x(q,« — p,) ¥

qn qn—l
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y(gq,_,& — p,_,) tienen signos iguales. Por lo cual,

qa — p = (g X + gu1Y) = (PpX + Pp1y)
= X(qn& = Pn) + Y(@n1® — Pp-1)
lga — pl = |x(q,@ — Pl + 1¥(@na& — Pyi)
> |qn_1% = Ppl
> |, = pyl
La ultima desigualdad por el Corolario 2.1.1. Como se requeria. Ademads,
como observacion, esta ultima desigualdad se cumple para q,_; < q@ < g,

lo cual, por el principio de induccién, implica que solo los convergentes satis-
facen tal desigualdad. Esto concluye la demostracion. [ |

Finalmente, tenemos todos los teoremas que necesitamos para determinar
un criterio que nos permita encontrar fracciones que sean convergentes en la
fraccion continua de un namero real.

, ., . p
Teorema 2.1.7. Sea a un numero real, una fraccion reducida de la forma E

tal que se satisface:
1
< —_—
2q>?

p
a__

q

p . .
Entonces q es un convergente de la fraccidon continua de «.

Demostraciéon. Supongamos que g satisface tal desigualdad. Por el Ley

: o . p :
de la mejor aproximacion, es suficiente demostrar que q es la mejor aprox-

imacion de «.

Seagtalesque£¢§Y|Qa—P| <lga—pl=gq

1
a— g‘ < —. Entonces,

Q 2q
1 _ [pQ—Pq|
qQ — qQ
_‘B_E
qg Q
p| |P
<la==|+|= -
ARRE
1,1
2> 2qQ
q+Q
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Por lo tanto,

q+Q

1<
2q

q<Q

Lo cual completa la demostracion. B
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2.2 Algebra

Si bien no se incluyen todos los resultados pertinentes de cada una de las areas
de Algebra, nuestra mision es tener el minimo conocimiento indispensable
para entender los elementos de la Teoria de Galois, la cual se intenta abordar
en la Teoria de campos. Como veremos, esta teoria tiene muchas aplicaciones
en Teoria de numeros algebraicos, Latices, Teoria de numeros trascendentales
y seguird siendo una constante durante todo el trabajo. Se espera que con esto
el lector tenga una nocioén exacta de lo que se puede lograr con esta teoria,
es decir, nos importa mucho mas sus aplicaciones y entender bajo qué condi-
ciones se puede aplicar.

2.2.1 Teoria de Grupos

Definicion 2.2.1. Una operacion binaria definida en un conjunto G es una
funcién G X G — G cerrada que asocia un par de elementos de G a un unico
elemento en G.

Definicion 2.2.2. Un conjunto no vacio de elementos G se dice que forma un
grupo si en G existe una operacion binaria definida por un producto -, tal que
para todo a, b,c € G:

(a). El producto es asociativo, es decir,a - (b-c) = (a - b) - c.

(b). Existe un elemento neutroe € Gtalquea-e=e-a = a.

1 -1

(c). Existeunelementoa™! e Gtalquea-at=a'l-a=e.
Por ejemplo, si n es un entero, podemos considerar el conjunto de todas las
matrices invertibles de n X n con entradas en los reales. Por construccion, ése

conjunto forma un grupo con la operacion usual de matrices.

Definicion 2.2.3. Decimos que H C G es un subgrupo de G si es un grupo
bajo la misma operacion de G.

Es claro que Z es un grupo con la operacion de suma usual. Es posible de-
mostrar que los nimeros pares forman un subgrupo de Z.

Definicion 2.2.4. Si G es un conjunto que contiene n elementos, definimos el
orden de G como el cardinal de G, es decir,

o(G)=n

Proposiciéon 2.2.1. Sea G un grupoy g € G. Definimos gG = {gh : h € G}.
Afirmamos que gG = G.
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Demostracion. Sea x € gG, entonces x = gh para algin h € G. Como la
operacion binaria es cerrada, entonces gh € G, por lo tanto, x € G, es decir,
gG C G. Ahora,seay € G,como g € G, existe g™ € Gtalqueg-g! =e.
En particular, g~'y € G porque la operacién binaria es cerrada. Por lo tanto,
g-(g7'-y) € gG, notemos que, g- (g7 -y) =(g-g")-y=e-y=y(por
la propiedad (a) de la definicién de grupo). Por lo tanto, y € gG, es decir,
G C gG. Lo cual demuestra que gG = G como se queria. [ |

Aunque este resultado podra aparentar no ser importante, es realmente clave
para entender algunos conceptos en la Teoria de Galois.

2.2.2 Teoria de campos

Definicion 2.2.5. Decimos que un conjunto K es un campo si tiene dos op-
eraciones binarias en K las cuales se conocen como suma y multiplicacion con
las que se cumplen las siguientes propiedades paro todo a, b,c € K:

(a). Asociatividad en la suma y multiplicacién:
a+b+c)=(@+b)+c vy a-(b-c)=(a-b)-c
(b). Conmutatividad en la suma y multiplicacion:
a+b=b+a y a-b=b-a
(c). Distributividad de la multiplicacion sobre la suma:
a-(b+c)=a-b+a-c
(d). Identidad en la suma y multiplicacion:
a+0=a y a-1=a
(e). Inversos en la suma y multiplicaciéon (exceptuando a = 0):
a+(-a)=0 y a-(aV)=1

Claramente, bajo esta definicion K es un espacio vectorial sobre F, lo que nos
permite utilizar las herramientas de Algebra lineal.
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Un ejemplo de un campo son los nimeros racionales bajo las operaciones
de suma y multiplicacién usual. Por supuesto, veremos otros ejemplos mas
adelante.

Definicion 2.2.6. Decimos que F es un subcampo de K si es un campo bajo
las mismas operaciones de K y est4 contenido en K. De manera equivalente,
se dice que K es una extension de F.

Es claro que K es un subcampo de si mismo, si F es un subcampo de K
ditsinto de K, entonces se dice que es un subcampo propio. A lo largo de esta
seccion, asumiremos que K siempre es una extension de algun subcampo F.

Definicion 2.2.7. El grado de K sobre F es la dimension de K como espacio
vectorial sobre F. Se denota como [K : F]. Ademas, decimos que K es una
extension finita de F si [K : F] es finito.

La demostracién del siguiente teorema puede ser encontrada en [ 14, pp. 208].
La omitimos por ser una demostracion propia de Algebra lineal.

Teorema 2.2.1. Sea L una extension finita de K y K una extension finita de F,
entonces L es una extension finita de F' y ademas:

[L:F]=[L:K]-[K:F]

Ahora, bien, notemos que dado un campo K, 1 € K. Ya que para cualquier
a€K = a-a'ekK,entoncesl € K. Ademés,1+1 €K = 2€K. Asu
vez, el inverso aditivo de 2 esta en K, es decir, —2 € K, utilizando induccion,
podemos construir una copia de Z contenida en K. Lo cual, motiva la siguiente
definicion.

Definicion 2.2.8. Sea K un campoy m € K, a € K un entero. Se dice que K
tiene caracteristica 0 si ma # O paraa # 0 € K y m > 0 un entero. En caso
contrario, si ma = 0 para alguna m > 0y algun a # 0 € K entonces K se dice
que tiene caracteristica finita. La caracteristica de K en este caso es el menor
entero positivo p tal que pa = 0 para todo a € K.

Ejemplo: Se puede demostrar que Z5 = {0, 1, 2, 3,4} con las operaciones de
suma y producto mod 5 es un campo. Notemos que 5-x = 0 mod 5, ya
que 5|5x. Por lo tanto, 5(x) = 0 para todo x € Z,. Por lo tanto, Z, tiene
caracteristica 5.

Definicion 2.2.9. Decimos que a € K es algebraico sobre F si existe un poli-
nomio no nulo p(x) € F|[x], es decir, un polinomio donde sus coeficientes
estan en F, tal que p(a) = 0.
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Definicion 2.2.10. Sea M una coleccién de todos los subcampos de K que
contienen a F y un elemento a € K. Claramente M no es vacio, pues K es un
elemento de M. Definimos la interseccion de todos los subcampos de K que
son miembros de M como F(a).

Teorema 2.2.2. F(a) es el minimo subcampo de K que contiene a F y a.

Demostracion: Primero, veamos que la interseccidon de subcampos de K es
un subcampo de K. Claramente 0, 1 estan en la intersecciéon porque estan en
todos los subcampos de K en M. Dados dos elementos a, b en la interseccion,
entonces a, b estan en todos los subcampos de K en M, por lo cual, a + b,ab
estdn en cada uno de los subcampos y por tanto estan en la interseccion. Por
el mismo argumento los inversos multiplicativos y aditivos estdn en la inter-
seccion. Las demads propiedades se heredan de K. Por lo tanto, F(a) es un
subcampo de K. Supongamos que hay otro subcampo que contiene a F y a,
entonces estan en M y claramente por construccion, F(a) esta contenido en él
(por ser la interseccion de este y otros subcampos de K). Lo que completa el
teorema. [ |

Observacion. La definicion anterior se puede generalizar si consideramos
a,b € Ky F(a)(b) = F(a,b) como la interseccién de todos los subcampos
de K, que contienen a F(a) y b. Es decir, es el minimo subcampo que con-
tiene a F(a) y b, por lo tanto, es el minimo subcampo que contiene a F, a y b.
Anélogamente para més variables.

Definicion 2.2.11. La extension K de F es una extension simple de F si K =
F(a) para algun a € K.

El siguiente teorema, forma parte de una discusion del libro [14, pp. 210-
212]. Por su extension, no incluiremos su demostracion.

Teorema 2.2.3. Sea a € K algebraico de grado n sobre F si y solo si [F(a) :
F] = ny ademas, una base linealmente independiente sobre F para F(a) es
{1,a,d%..,a"1}

Lema 2.2.1. El polinomio f(x) € F[x]tiene unaraiz multiple, es decir, repetida,
si y solo si f(x)y f'(x) tienen un factor comun no trivial (es decir, de grado
positivo).

Demostracion. Supongamosque f(x)yg(x)en F[x] tienen un factor comun
no trivial en K[x], para alguna extension K sobre F. Entonces f(x)y g(x)
tienen una factor no trivial en F[x]. De lo contrario, si fueran primos relativos
como elementos en F[x], podriamos encontrar polinomios a(x), b(x) € F|[x]
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tal que a(x)f(x) + b(x)g(x) = 1 por el Teorema 2.1.3. Entonces, el maximo
comun divisor entre f(x)y g(x) es 1 (incluso como polinomios en K[x]), por
lo tanto, en K[x] serian primos relativos, lo cual es una contradiccion. (Notese
que este argumento asume que se comprende la Teoria de numeros para fun-
ciones definidas en un campo).

Por lo tanto, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que todas las raices
de f(x) estan en F, de lo contrario, extendemos F a K, el campo de descom-
posicion de F, si podemos ver que f(x)y g(x) = f'(x) tiene un factor no trivial
en comun en K[x], entonces este factor estd en F[x]. Supongamos que f(x)
tiene una raiz multiple a, entonces f(x) = (x — a)™q(x) con m > 1. Ademas,
f(x) = (x—a)™q'(x)+m(x —a)™ . Pero esto implica que f(x)y f’(x) tienen
el factor comun x — a. Lo cual demuestra la primera direccién del lema.

Ahora, supongamos que f(x)y f’(x) tienen un factor comudn no trivial. Y
supongamos que f(x) no tienen ninguna raiz multiple. Entonces f(x) = (x —
a,)--- (x — a,) donde cada a; son todos distintos. Entonces:

IHOEDYCELAENCETARNCETLS

Donde (x — «;) en este caso especifico significa que el término es omitido. Afir-
mamos que ninguna raiz de f(x) es una raiz de f’(x), notemos que

fla) = H(ai —a;)#0

J#i

Ya que todas las raices son distintas. Lo cual contradice la hipétesis. Por lo
tanto, f(x) tiene una raiz multiple. [ |

Teorema 2.2.4. Sea F un campo de caracteristica 0 y sea f(x) € F[x] un
polinomio irreducible. Entonces f(x) no tiene raices repetidas.

Demostracion. Si f(x) tiene una raiz repetida, entonces f(x)y f’(x) tienen
un factor repetido por el lema anterior, entonces f(x)|f’(x). Sin embargo,
comodeg f'(x) < deg f(x), entonces f’(x) = 0. En un campo de caracteristica
0, esto implica que f es una funcion constante. [ |

Observacion: En un campo de caracteristica p se tiene que f(x) = x? =
f'(x) = pxP~! = 0. Por lo cual, la conclusion seria que f(x) = g(xP), asi, es
una condicidn necesaria que el campo sea de caracteristica 0. En parte por ello
y por simplicidad, en este trabajo solamente necesitaremos campos de carac-
teristica O.
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Teorema 2.2.5. Sea F un campo de caracteristica 0y a, b algebraicos sobre F.
Entonces existe un elemento ¢ € F(a, b) tal que F(a,b) = F(c).

Demostracion. Sean f(x)y g(x) los polinomios irreducibles de gradomy n
sobre F tal que f(a) = g(b) = 0. Sea K una extension de F donde f(x)y g(x)
se factoricen completamente. Como la caracteristica de F es 0, entonces todas
las raices de f(x) son distintas, de 1a misma manera para g(x) por el teorema
anterior. Sean lasraicesde f(x)a = a;,a,,...,a,,ylasdeg(x)b = by, b,, ..., b,,.
Si j # 1, entonces b; # b; = b, por lo tanto la ecuacion a; + 1b; = a; + Ab; =
a + Ab solamente tiene una soluciéon A € K, la cual es,
g —a

b—b;

A

Como F es de caracteristica 0, tiene un numero infinito de elementos, por lo
cual, podemos encontrar un elemento y € F tal que a; + yb; # a + yb para
todo i y para todo j # 1, ya que por lo anterior solo tienen un ntimero finito
de soluciones. Sea ¢ = a + yb, queremos demostrar que F(c) = F(a,b). Como
¢ € F(a,b), claramente F(c) C F(a,b). Ahora mostraremos que a,b € F(c),
lo que concluye F(a, b) C F(c).

Definamos h(x) = f(c —yx), entonces h(x) € F(c)[x]y h(b) = f(c—yb) =
f(a) = 0,yaque a = ¢c — yb. Asi, en alguna extension de F[c], h(x) y g(x)
tienen x — b como factor comun. Por el primer argumento del Lema 2.2.1,
x — b € F|c][x], por lo tanto, b € F[c]. Como a = ¢ — yb, obtenemos que
a € F|c]. Lo cual concluye la demostracion. [ ]

En realidad, hemos demostrado més, como vemos en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.6. Cualquier extension finita de un campo de caracteristica 0 es
una extension simple.

Demostracion. Por ser una extension finita, K = F(a, b, ..., z), aplicando el
teorema anterior una cantidad finita de veces por un argumento inductivo se
tiene que K = F(c). [ ]

Este resultado es util para algunos de los teoremas que veremos, pues es mas
sencillo trabajar bajo la suposicion de que un campo es una extension simple.

Definicion 2.2.12. Si f(x) € F[x] entonces una extension finita K sobre F
se conoce como el campo de descomposicion de F para f(x) si f(x) se puede
factorizar como un producto de factores lineales pero no sobre un subcampo
propio de K.
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Noétese que si K es el campo de descomposicion para algin polinomio f(x) €
F[x], entonces K es el campo de descomposicién para cualquier L tal que
F C L C K. Este argumento en ocasiones es util, pues f(x) € L[x].

Definicion 2.2.13. Un automorfismo de un campo K es una funcion biyectiva
o : K — KtalqueVa,b €K:

e« g(a+b)=o0c(a)+ a(b)
» g(ab) = g(a)a(b)

Decimos que dos automorfismos o y 7 de K son distintos si o(a) # 7(a) para
algin a € K. Y cotidianamente, decimos que los automorfismos abren sumas
y productos.

Teorema 2.2.7. El conjunto de todos los automorfismos de K forman un grupo
bajo la composicidn.

Demostracion. Primero, sean o, 7 dos automorfismos, notemos lo siguiente
o(t(K)) = o(K) = K por ser automorfismos, por lo tanto, o7 es un automor-
fismo, es decir, la operaciéon es cerrada. Claramente es una operacion aso-
ciativa porque las funciones lo son. Existe un automorfismo neutro, el cual
se define como 1y : K — K tal que 1x(x) = x para todo x € K, ya que
0(1x(x)) = o(x) = 1x(o(x)). Por ultimo, dado que todo automorfismo es
biyectivo entonces todos tienen un automorfismo inverso. Por lo tanto, el con-
junto de todos los automorfismos forma un grupo. [ |

Definicion 2.2.14. Sea F un grupo de automorfismos de K, entonces el campo
fijo de G es el conjunto de todos los elementos o € K tales que o(ax) = a para
todo o € G. Se denota K;.

De manera coloquial, decimos que los elementos de K; son invariantes bajo
cualquier automorfismo de G.

Teorema 2.2.8. El campo fijo de G es un subcampo de K.

Demostracion. Primero, es no nuloya que g(0) = 0(0+0) = d(0)+0(0) =
0(0) = 0y ademads si 0(1) = 0, entonces o(a) = o(1 - a) = c(1)o(a) = 0, para
todo a € K (lo cual contradice que sea una funcién biyectiva), por lo tanto,
o(l) # 0, asi, 0(1) = o(1-1) = (1) - o(1), como hay inversos para todo
elemento de K exceptuando el 0, entonces o(1) - o(1)™! = o(1) - o(1) - o(1) 7L,
por lo tanto, 1 = o(1). Es decir, 0y 1 estdn en el campo fijo de G. Ahora, sean
a, b en el campo fijo, entonces dado o € G, o(a + b) = o(a) + o(b) = a + b,
analogamente para el producto. Entonces a + b, ab en el campo fijo. Si b # 0,
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entonces o(b™!) - o(b) = o(1) = 1, por lo tanto, o(b™!) = o(b)™ = b1, por
lo tanto, b~ est4 en el campo fijo. Andlogamente para la suma, y las demas
propiedades se heredan de K. Por lo tanto, el campo fijo es un subcampo de

K. |

En particular, el campo fijo de G, K, es un campo.

Definicion 2.2.15. Sea K una extensién de F. Entonces el grupo de automor-
fismos de K relativo a F, denotado como G(K, F), es el conjunto de todos los
automorfismos de K tal que cada elemento de F queda fijo, es decir, un auto-
morfismo de K estd en G(K, F) siy solo si o(a) = a paratodoa € F.

Teorema 2.2.9. G(K, F) es un subgrupo del grupo de todos los automorfismos
de K.

Demostracion. Claramente 1 € G(K, F), ya que por definicién deja fijo a
todos los elementos de K, en particular a los de F. La asociatividad se hereda
de las funciones. Dado o,7 € G(K,F) y x € F, entonces o(7(x)) = o(x) = x,
por lo tanto, ot € G(K, F). Por ultimo, dado o € G(K, F), veamos que ! €
G(K,F). Sea x € F, entonces o~ 1(x) = 1(x) = x. Entonces o(c71(x)) = x,
por inyectividad o~!(x) = x. Por lo tanto, G(K, F) es un grupo contenido en el
grupo de todos los automorfismos de K, por lo tanto, es un subgrupo.

Definicion 2.2.16. Sea K una extension finita de F, decimos que K es una
extension normal de F si F es el campo fijo de G(K, F). Es decir, F = Kk p).

Cuando K sea una extension normal de F y sea el campo de descomposi-
cion de F para algun polinomio f(x) € F[x], diremos que G(K, F) es el grupo
de Galois. Ademds, veremos que ser una extension normal y un campo de
descomposicion son de hecho conceptos que coinciden.

Por su extension, remitimos la demostracion del siguiente lema al libro [14,
pp. 245].

Lema 2.2.2. Sea K el campo de descomposicion de f(x) en F[x]y sea p(x) un
factor irreducible de f(x) € F[x]. Si las raices de p(x) son «y, ..., @,, entonces
para cada i existe un automorfismo o; € G(K, F) tal que o;(«t;) = ;.

Observacion. En esencia, este lema nos da informacién acerca de lo que
hacen los automorfismos de G(K, F), en pocas palabras, siempre podemos en-
contrar un automorfismo entre dos raices de un polinomio irreducible. Es de-
cir, los automorfismos de G(K, F) permutan las raices de un polinomio irre-
ducible. Lo cual motiva la siguiente definicion.
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Definicion 2.2.17. Sea K una extension normal de F y a € K. Definimos los
conjugados de a como o(«) para cada o € G(K, F).

Nuevamente, omitiremos la demostracion del siguiente teorema, la cual puede
ser consultada en [14, pp. 244].

Teorema 2.2.10. Sea K una extensién normal de F, entonces
o(G(K,F)) = [K : F]

Este teorema en particular también nos da informacidon acerca del compor-
tamiento de los automorfismos de G(K, F). Si la extensidén es normal, entonces
o(G(K, F)) es finito, este hecho sera usado constantemente para el ultimo teo-
rema sin mayor mencion.

Teorema 2.2.11. K es una extension normal de F siy solo si K es el campo de

descomposicién de algin polinomio con coeficientes en F.

Demostracion. Supongamos que K es una extension normal de F, por la
Definicion 2.2.16, es una extensién finita. Por el Teorema 2.2.6, K = F(a).
Consideremos el polinomio

p(x) = (x —oy(a))(x — 05(a)) -+ (x — 5,(a))

El cual es un polinomio sobre K, donde oy, ..., 0, son todos los elementos de
G(K, F). Se puede verificar por induccion que

p(x) = x" — oy x" 1+ o, x" 2 + ..+ (1), (2.4)
donde los coeficientes equivalen a:

a, = o,(a) +o,(a) + ... + g,(a)

o, = ), 0i(a)oy(a)

i<j

Ay : o,(a)ay(a)---o,(a)

Afirmamos que cada «; es invariante sobre o € G(K, F), es decir, o(o;) = o;
para todai. Supongamos lo contrario, entonces existe ; tal que o(«;) # «;. Por
lo tanto, notemos lo siguiente

ala) =o( D, o) onla)

i<j<---<k

= > o(o(a)o(o,(@) - (o))

i<j<---<k
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Por la Proposicién 2.2.1, o((G(K, F)) = G(K, F), por lo tanto, la sumatoria se
permuta en algun orden distinto, entonces, la inica manera de que o(o;) # «;,
ocurre cuando al menos dos subindices de la lista {i, j, ..., k} son iguales, sin
pérdida de generalidad, supongamos que son m y n. Por lo tanto, o(o,,) =
o(o,) = o, para alguna h, pero esto contradice que o(G(K, F)) = G(K,F),
porque existe una biyeccién entre los elementos de o(G(K, F))y G(K, F) y aqui
hay dos elementos de o(G(K, F)) que le corresponde a un elemento de G(K, F).
En conclusion, o(«;) = «; para toda i.

Por lo tanto, ay, ..., a, pertenecen al campo fijo de G(K, F), como K es una
extension normal de F, entonces F es el campo fijo. Como a es una raiz de
p(x), pues al menos algin g; = 15k r), y K = F(a) es la minima extension que
contiene a a y F, entonces K es el campo de descomposiciéon de p(x) € F[x].

Para la otra direccion, asumamos que K es el campo de descomposicion del
polinomio f(x) € F[x]. Queremos mostrar que K es una extension normal de
F. Procederemos por induccién sobre la dimension [K : F], asumiendo que
para cualquier par de campos K, F; tal que [K;, F;] < [K, F] donde K| es el
campo de descomposicién sobre F; de un polinomio en F;[x], entonces K; es
una extension normal de F;.

Sea [K : F] = 1. Afirmo que K = F, de lo contrario, existea € Kya ¢ F.
Pero una base de K sobre F es {1}, por locual,a = 1-x, con x € F, claramente
X = a, lo cual es una contradiccién. Claramente K es una extensién normal
de F,yaque K = Kgk ry = Ko x)-

Supongamos que el teorema es valido para [K : F] < n. Ahora, asumamos
que f(x) tiene un factor irreducible p(x) € F[x] de grado r > 1. Entonces,
hay r distintas raices «,, ..., a, de p(x) que pertenecen a K y K es el campo de
descomposicién de f(x) visto como un polinomio sobre F(«,). Por el teorema
2.2.1: )

[K:F(ocl)]:M:E<n
[Fley) : F] 7
Por la hipétesis de induccion, K es una extension normal de F(«; ). Ahora, sea
0 € K r)» queremos ver que 6 € F. Ahora, cualquier 7 € G(K, F(a,)) deja
a F fijo, por lo tanto, deja a  fijo. Por la normalidad de K sobre F(«,), esto
implica que & € F(a;), asi, puede expresarse como un elemento de la base,
por el teorema 2.2.3.

6=2%+Aa +..+4_,a"" dondei,..,4,_, EF
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Por el lema 2.2.2, existe 0; € G(K, F) tal que o;(ct;) = «;, como o; deja fijoa
y cada 1; queda fijo por estar en F, entonces, para toda i existe o; tal que:

0 0)=0=2+0a+ ..+ o
Consideremos
qx) =, x" P+ 4, x4+ o+ i x + (A, — 6) € K[x]

Sq(a) =0 Vi

Entonces g(x) tiene grado a lo méas r — 1 y tiene las r distintas raices ay, ..., &,.
Esto solo puede pasar si todos sus coeficientes son 0, en particular, 1, — 6 = 0,
pero 6 = 4, € F. Por lo tanto, F = Kk ), por lo tanto, K es una extension
normal de F. Esto completa la induccion y el teorema. [ |

Observacion. Este teorema es el masimportante de todosy conecta todas las
ideas que necesitamos de esta seccion. Como ser una extension normal y ser el
campo de descomposicién de F son equivalentes, entonces solo necesitamos
garantizar que K es el campo de descomposicion de algin polinomio en F[x]
para garantizar la existencia del grupo de Galois G(K, F) y poder utilizar el
hecho de que o(a) para todo o € G(K, F) son los conjugados de c.

Mas atn, cualquier polinomio en F[x] debe tener algin campo de descom-
posicion, pues basta considerar F(«y, ..., «,) = F(c) la minima extension de F
que contiene todas las raices de f(x). Entonces, bajo estas ideas, siempre po-
dremos hablar del grupo de Galois en cualquier campo F, independientemente
de si describimos explicitamente su campo de descomposicion.

Ejemplo: Supongamos que queremos una extension normal sobre (@ para
los numeros algebraicos \/5 y \/5 Consideremos

f(x) =(x*-2)(x> - 3) € Q[x]

Notemos que K = @(\/5, \/5) contiene todas las raices de f(x)y ningun sub-
campo propio de K que es una extension de Q contiene todas las raices (pues
de hacerlo contendria a \/5\/5 y Q, por lo tanto a la minima extension K), por
lo tanto, K es el campo de descomposiciéon de F para el polinomio f(x) € Q[x],
por el teorema anterior, K es una extension normal sobre Q.
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2.3 Teoria de naumeros algebraicos

A partir de ahora, haremos una distincion entre ser algebraico, numero alge-
braico y entero algebraico. Aunque esta terminologia no es estandar, aclarara
con qué se estd trabajando sin lugar a ambigiiedades. Sin mads, veamos los
siguientes resultados.

Definicion 2.3.1. Sea ¢ un nimero complejo. Decimos que ¢ es un nimero
algebraico si existe un polinomio no nulo p(x) € Q[x] tal que p({) = 0.

Denotamos el conjunto de todos los numeros algebraicos como A, aunque
también es comun verlos como Q.

Proposicion 2.3.1. Existe un polinomio no nulo p(x) € Z[x]tal que p({) =0
si y solo si ¢ es un numero algebraico.

Demostracion: Supongamos que ¢ es un numero algebraico, entonces ex-
iste p(x) € Q[x] tal que p({) = 0. Por lo tanto, los coeficientes del poli-
nomio estan en Q, multiplicando el polinomio por el producto de los denom-
inadores se obtiene un polinomio con coeficientes en los enteros. Entonces,
existe q(x) € Z[x] tal que q(¢) = p({)(I] g;) = 0 como se requiere. Por otro
lado, supongamos que existe un polinomio no nulo p(x) € Z[x] tal que p({) =
0, claramente p(x) € Q[x], por lo tanto, { es un nimero algebraico. [ |

Definicion 2.3.2. Definimos el grado de un numero algebraico { como el
grado del minimo polinomio no nulo p(x) € Z[x] tal que p({) = 0.

Es decir, no existe g(x) € Z[x] tal que q({) = 0y deg q(x) < deg p(x).

Definicion 2.3.3. Decimos que un polinomio p(x) € F[x] es reducible si
existen polinomios q(x), h(x) € F[x] con deg q(x), deg h(x) < deg p(x) tales
que p(x) = g(x)h(x). En caso contrario se dice que el polinomio es irreducible.

Es importante que los polinomios g(x) y h(x) estén en F[x].

Definicion 2.3.4. Decimos que un polinomio p(x) de grado n de la forma
p(x) =ay,+a;x + ...+ a,x" esmoénicosi a, = 1.

Notemos que estas son las definiciones formales, pero queremos demostrar
que los numeros algebraicos comparten las propiedades que estamos acostum-
brados para realizar operaciones. Para ello, veamos el siguiente teorema.
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Teorema 2.3.1. El conjunto de nameros algebraicos A forma un campo.

Demostracion. Claramente A C C, por lo cual, muchas propiedades se
heredan. Es suficiente ver que —a,a™',a + 8,a - 8 € A cuando a,f € A.
Sea ¢ € A, entonces existe un polinomio irreducible p(x) € Q[x] tal que
p(a) = 0. Supongamos que p(x) es de la forma

p(x) =a,x" + ..+ a;x +q
Definimos g(x) = (—-1)"a,x" + ... + (—=1)a; x + a,, entonces:
g(—ax)=a,a"+..+aax+a,=0

Por lo tanto, —a € A. De manera analoga a~* satisface el polinomio a"x" f (l)
X

(donde n es el grado del polinomio f'y f(a) = 0 con a # 0). Por lo tanto,
a~! € A. Ahora, sea K una extensién normal sobre Q que contiene los n
conjugados de a y m conjugados de 3, definimos el polinomio:

h() = [T [ [ G = oi(@a;(8))

i=1 j=1

1) = [T []¢x = (@) + o,(8))
i=1 j=1
Utilizando los argumentos vistos en la demostracion del Teorema 2.2.11, es
claro que h(x) y t(x) son polinomios en Q[x] tal que a8 y « +  son raices
de estos polinomios. Por supuesto, esto no garantiza que sean irreducibles,
sin embargo, supongamos que h(x) = g(x)r(x) € Q[x], entonces h(af) =
glap)r(axB) = 0, por lo tanto, af es raiz de g(x) o r(x), como es suficiente
repetir este argumento una cantidad finita de veces (pues deg g(x), degr(x) <
deg h(x)), en algun punto obtendremos un polinomio irreducible. Esto garan-
tiza que aff y a + 3 son raices de un polinomio irreducible en Q[x]. Por lo
tanto, af,a + 8 € A. [ |

Definicion 2.3.5. Sea { un nimero complejo. Decimos que ¢ es un entero
algebraico, si existe un polinomio ménico no nulo p(x) € Z[x] con p({) = 0.

La distincion entre ser un numero algebraico y un entero algebraico es muy
sutil, pero no debe ignorarse. Los argumentos del Teorema 2.3.1 son sufi-
cientes para ver que —a,a + 8y aff son enteros algebraicos si o y 8 lo son,
pero no podemos garantizar que a~! sea un entero algebraico. De manera
equivalente, podemos garantizar que el polinomio irreducible de un numero
algebraico estd en Z[x], pero no podemos garantizar que sea moénico.

Proposicion 2.3.2. Sea a € (Q un entero algebraico, entonces o € Z.
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Demostracién. Supongamos que « es un entero racional de la forma £ una

q
fraccion irreducible, es decir, (p, g) = 1, por ser un entero algebraico existe un
polinomio ménico no nulo p(x) € Z[x] tal que p(a) = 0. Se tiene que,
n

p—n+...+a£+a0=0

q q
Multiplicando por q":

p"+..+al@)p+a,q" =0 = p"=0 mod q

Asi, q|p", entonces q|p - p"!, por el lema 2.1.1 g|p"!, por un argumento
inductivo, q|p, ademas, g|q, como 1 es el maximo comun divisor entre py g,
por definicion, g < 1, por ser un entero, g = 1. Por lo tanto, o € Z. [ |

Lema 2.3.1. Sea a y f nameros algebraicos en un campo K talque h = [K :
Q]. Si los conjugados de a son «,...a;, y para 3 son 4, ..., 3,, entonces los
conjugados para af y a + 3 son oy 31, ..., Apfn Y &4 + B, - » A, + B, TESPECtiva-
mente.

Demostracion. Recordemos que los conjugados de o y 8 son o(«), o(3)
para todo o € G(K,Q). Como o es un automorfismo de K, entonces abre
sumas y productos, es decir, o(aff) = g(a)a(f)yo(a+ ) =o(a) +o(B). W

Lema 2.3.2. Sea o un numero algebraico, entonces existe un entero r tal que
ra es un entero algebraico.

Demostracion. Por la Proposicién 2.3.1 existe un polinomio no nulo p(x) €
Z|x] tal que p(a) = 0. Entonces, el polinomio tiene la forma:
pxX)=a,x"+a,  x"'+..+ax+a,: @ €Z Vi
Definamos el siguiente polinomio:
q(x) = x"+a,_ x" '+ a,,(a,)x" 2+ ...+ alal*)x + ay(al™)

Claramente g(x) € Z[x]y ademas:

q(a,a) = ala" + a,_;(a’ Ha" ! + ... + a(@? Ha + (a? Ha,

=a" Ya,a" + a,_;a" '+ ..+ ax+ay) =a (pla)) =0

Por lo tanto, g(x) es un polinomio moénico no nulo con coeficientes en los en-
teros tal que g(a,o) = 0, por lo tanto, a,,« es un entero algebraico. [ |

Definicion 2.3.6. Sea K es una extension de grado h sobre los racionales. Dec-
imos que los enteros algebraicos £, ..., 8, forman una base integral para K, si
cada entero algebraico a € K puede ser expresado de manera unica de la man-
era:

a=bp+..+b,p,: beZ Vi
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Ejemplo: Sea K = Z(\/E), es decir, una extension finita de los racionales.
Notemos que a = \/E es raiz del polinomio irreducible p(x) = x> — 3, con

raices +V/ 3, entonces K es el campo de descomposicion de p(x) € Z[x], por el
Teorema 2.2.11 K es el campo de descomposicion de Z, por el Teorema 2.2.3
[K : Z] = 2,yaque o € K es algebraico de grado 2 sobre Z. Ademas, por el
mismo teorema, una base para K es {1, a}. Por lo tanto, una base integral para
K es:

K = {b,(1) +b,(V3) : by,b, € 7}

El siguiente lema puede ser encontrado en el libro [17, pp. 63].

Lema 2.3.3. Si K es una extension de grado h sobre los racionales. Entonces
existen enteros algebraicos S, ..., 8, que forman una base integral y el deter-
minante de dicha base en un entero distinto de 0.

Definicion 2.3.7. Sea o un numero algebraico del campo K de grado n sobre
los racionales, donde K es una extensién normal. Entonces la norma N(x) se
define como el producto de a y sus conjugados, es decir:

N = J] o@

oceG(K,Q)
Observacion: Como cada o abre productos, entonces también N.

Lema 2.3.4. Sea o un entero algebraico de grado n sobre los racionales. En-
tonces N(x) € Z.

Demostracion. Sea p(x) € Q[x] el polinomio irreducible de a, y sea K el
campo de descomposicion de p(x), por lo tanto, K es una extension normal de
Q, notemos que para todo 7 € G(K, Q), por ser automorfismos, abren produc-
tos, asi,

T(N(a) =1 H ol@)|= H to(a)

oc€G(K,F) ceG(K,Q)

Por el Teorema 2.2.1, tG(K, F) = G(K, F), como en el producto se encuentran
todos los 0 € G(K, F), entonces esencialmente 7 solo permuta a los o’s, por
lo cual, 7(N(«)) = N(«). Es decir, N(«) es invariante bajo automorfismos de
G(K,F). Entonces, N(a) € Kk g), por ser una extension normal Kk ) = Q,
asi, N(ax) € Q ynotemos que N(«) es un producto de enteros algebraicos (pues
cada o(a) es una raiz del mismo polinomio irreducible), por lo tanto es un
entero algebraico, tal que pertenece a los racionales. Por la Proposicion 2.3.2
N(x) € Z. [ ]
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Ejemplo: Consideremos w una raiz de la unidad tal que w®> = 1. Consider-
emos el polinomio p(x) = x° —1 = (x — 1)(x* + x> + x* + x + 1). Entonces
el polinomio g(x) = x* + x> + x* + x + 1 es el polinomio irreducible tal que
q(w) = 0yaque p(w) = 0, entonces el campo de descomposicion de p(x) es
de grado 4 y por lo tanto, [K : Q] = o(G(K, Q)) = 4. Utilizando un software,
podemos conocer las raices de este polinomio, las cuales son:

L= 4 4 8 8

5
°w2——l+£+i E+£
4 4 8 8

5
et o fiE
T4 4 8 8

Por el lema 2.2.2, existe o; € G(K, Q) tal que g;(w;) = w;. Por lo tanto,

N(w,) = H o(wy) = wy - W, - Wy + Wy
oceG(K,Q)
Por el lema anterior, sorprendentemente N(w,) € Z. Auxiliados de un soft-
ware, podemos confirmar que N(w,) = 1y efectivamente esta en los enteros.
De manera alternativa, como w’> = 1, entonces |[N(w,)|> = |w;---w,|° =
|w? ---w;| = 1, en los enteros, esto implica que N(w,) = 1.

Lema 2.3.5. Sea o un numero algebraico, entonces

Na)=0 < a=0

Demostracion. Si N(a) = 0, entonces o;(a) = 0 para alguna i, por el Lema
2.2.2, 0 es una raiz del polinomio irreducible de a. Supongamos que

h(x) =a,x" + ..+ a;x + a, € Q[x]
h(0)=a,=0
Por lo tanto, h(x) = x(a,x"~" + ... + a,), necesariamente a; = 0 para j > 1,
de lo contrario h(x) es un polinomio irreducible. Por lo tanto, h(x) = a;x,
como h(x) = a;(a) = 0, entonces a = 0, ya que h(x) no es el polinomio nulo
por definicién. Por otro lado, si « = 0, entonces su polinomio irreducible es

h(x) = c(x) con ¢ # 0. Entonces N(«) es el producto de las raices de h(x),
pero solo « es una raiz, entonces N(x) = 0.
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Definicion 2.3.8. Sean «, 8 numeros algebraicosy m € Z*, escribimos o« = 3
. 0 .
mod m si 2 es un entero algebraico.
m
En particular, nos interesan las propiedades de las congruencias. Sin em-
bargo, estas se cumplen trivialmente siguiendo las demostraciones del capi-

. . a—p , .
tulo anterior considerando que y = — es un numero algebraico y las sumas

m
o productos de numeros algebraicos son nuevamente un numero algebraico.

Definicion 2.3.9. Decimos que un numero « es trascendental si no es un
numero algebraico.

Desafortunadamente, con las herramientas vistas no podemos afirmar o ne-
gar casi nada acerca de los numeros trascendentales. Resulta, de hecho, que
su estudio tiene muchos beneficios, como veremos mas adelante. Por ultimo,
veamos la siguiente definicion.

Definicion 2.3.10. Definimos la altura de un numero algebraico o como el
maximo de los valores absolutos de los coeficientes del polinomio minimo de
a. Es decir, si p(x) = a,x" + ... + a;x + a, es el polinomio minimo de «,
entonces la altura de a es el max |a;| para0 <i < n.
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2.4 Latices

Definicion 2.4.1. Un reticulo o ldtice, representado como A, en un espacio
euclideano R" es el conjunto de combinaciones lineales enteras de n vectores
linealmente independientes en R". En simbolos:

n
A = Z bivi bi (S Z
i=1
Ademas los puntos de A son conocidos como puntos latice.

Ejemplo: Sea A = Z", esdecir, los puntos del espacio R" cuyas coordenadas
son todas enteras. Este latice se conoce como cubico, candénico o estandar,y es
el tinico en el que se trabajara.

Lema 2.4.1. Consideremos las m ecuaciones en las n incognitas:

Aayy Qa2 0 Aan | *1 0
Az Aoz 0 den || X2 | 2 0
Am) Am2) *° Amn)) \Xn 0

Donde a; ;) € Zy0 <m < n. Sea A > |a ;| una cota superior para toda i, j.
Entonces existe una solucion no trivial x,, ..., x,, € Z tales que:

lx;| <1 + (nA)r-m  j=1,2,..,n.

Demostracion: Sea y, = q; X; + ... + qy X, de tal manera que para cada
punto x = (x;, X, ... , X,,) S€ corresponde a un punto y = (y;, y,, .- » ¥mm), donde
cada coordenada de y; es la suma de una fila de la matriz anterior para esa
especifica solucién x. Claramente si x es un punto latice, y también (pues sus
coordenadas son una combinacién lineal de enteros). Sea g cualquier entero
positivo. Recordemos que estamos trabajando en Z", sin embargo, lo pode-
mos restringir al n-cubo dimensional (2q + 1)" donde |x;| < g para cualquier
subindice j. Es decir, vamos a considerar todos los posibles valores de x que
cumplan |x;| < g. Por lo tanto, los valores y, satisfacen:

n n n
|yl = Za(k,j)xj < Z |a(k,j)| x| < ZAQ = nAq
j=1 j=1 j=1

Asi, conforme x toma sus valores en los (2q + 1)" puntos latice, las correspon-
dientes coordenadas y, son enteros entre 2nAq+1 valores 0, +1, +2, ..., +nAgq.
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Asi, las coordenadas y tienen a lo mas (2nAq + 1)™ posible ubicaciones. Aun
con tantas posibles ubicaciones, demostraremos que para alguna q existen mas
puntos que posibles ubicaciones (lo cual es posible porque n > m), es decir,
que al menos dos puntos latice y coinciden. Es decir:

2g+1)"> (2nAg+1)"

Ahora, definamos el valor de 2g como el tinico entero par en el intervalo de
tamafio 2 definido por:

(nA)ﬁ —-1<2g< (nA)ﬁ +1

Como (nA)ﬁ — 1 < 2q, entonces (nA)™ < (2q + 1)"™, por lo tanto,
(2nAg + 1) = (nA)" <2q + %) < (mA)"™2q+ 1™

<Q2g+1D)"MR2q+1)"=(2q+1)"

Lo cual demuestra que (2q + 1)" > (2nAq + 1) como se queria. Por lo tanto,
conforme x varia en los (2g + 1)" puntos latice definidos por |x;| < g, los
correspondientes puntos latice y no son todos distintos. Digamos que tenemos
un puntos latice y que corresponden a dos soluciones distintas x = (x7, ..., x;,)
yx = (x],..,x;). Veamos que la suma x = (x] — x{,...,x;, — x;)) es una
solucidn, su correspondiente punto y’ tiene como coordenadas:

Vi = Ageny(X] = x7) + oo+ age (X — X)

= (agX] + oo + AgenyXn) — @ X) + oo+ QX)) =V =Y =0

Por lo tanto, la suma de cada fila de la matriz es 0. Por lo tanto, x es una
solucién del sistema. Ademads, esta solucion es la buscada, pues notemos que:

X, =XV < IXi| + x| < g+ g < (nA)w=n +1

Definicion 2.4.2. Sea a un algebraico en un campo K, definimos ||«|| como
el maximo de los valores absolutos de a y sus conjugados.

Lema 2.4.2 (Thue-Siegel). Consideremos las p ecuaciones en las q incégnitas:

Qi Aoz 0 Aan (X1 0
Gen dea o Gem |1 X2 f 10 (2.5)

Apry) Ap2 Ao/ \Xq 0
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Con coeficientes a; ;) enteros algebraicos en un campo K de grado finito. Asumamos
que 0 < p < gq. Sea A > 1 una cota superior para los coeficientes y conjugados

en K, asi, A > ||a; || para toda i, j. Entonces, existe una constante positiva c

que depende del campo K e independiente de qa j), p, g, tal que el sistema de
ecuaciones tiene una solucién no trivial x = (x,...,x,) en los enteros alge-
braicos de K donde:

p

[[x]| < c+clcqA)sr k=1,..,q

Demostracion: Sea K una extension normal sobre los racionales tal que
[K : Q] = h, B4,..., B, una base integral para el campo (la cual existe por
el Lema 2.3.3, si @ € K es cualquier entero algebraico, entonces podemos ex-
presar o como una combinacion lineal tinica de la base integral,

a=gf+ &P+ ... + 8P

con enteros g;. Como K es una extension normal, entonces o(G(K, F)) = [K :
Q] = h, es decir, existen h conjugados para cada a € K. Denotemos los con-
jugados de o como aV, a@, ..., a™, analogamente para 3;. Por el lema 2.3.1,

a® =g P+ g0 +..+g,pY i=1,2..,h

Por lo tanto, viéndolo como un sistema de Algebra lineal de la forma Ax = b,

W A1) )

@ ﬁ%z) %) &1 a?;
2

OBy B & |

") k) w| o D)

1 5 e B, 8n a

Utilizando la regla de Cramer de Algebra lineal [10, pp. 221], podemos re-
solver este sistema de ecuaciones para las g; con coeficientes que dependen
solamente de la base y sus conjugados como sigue

@ 1)
o a® LB

detcd) o [P L e L gD
g = alque A; = |7, . .
det(A) P :

Q) (h)

g .. oa® . B

Es decir, se remplaza la columna i por el vector b. Por simplicidad, se puede
intercambiar la columna i para facilitar el calculo del det(A4;), haciendo esto,
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es claro que podemos encontrar una constante c; que depende tinicamente del
campo K (e independiente de o) tal que

1g;| < clla] (2.6)

Ahora, regresamos al sistema original (2.5) y expresamos x; como un elemento
de la base, por lo tanto,

h
Xi = Z€(I,J)ﬁ] VI = 1,...,h (2.7)
j=1

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones (2.5) puede escribirse como:

qg h
ZZ agpBiiy =0 k=1,2,..,p (2.8)

i=1 j=1

Ahora, los enteros algebraicos a ;) 8; pueden escribirse en términos de la base
integral,

h
a(k,l-)ﬁj = Z m(k’i,j,,)ﬁ’, k= 1, s P i= 1, . q ] = 1, vee s h
r=1

Con enteros my ; ; , (por ser una base integral). Entonces, el sistema de ecua-
ciones modificado (2.8) puede escribirse como

q h h
ZZ Z Mg jn€aphr =0 k=1,2,..,p

i=1 j=1r=1

Ahora, como los $, son linealmente independiente sobre los racionales, la
unica manera que se cumpla la ecuacién anterior es que los coeficientes de
cada S, sean 0. Esto nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones

q h
Z Z m(k’i,j’r)e(i,j) =0 k= 1, s p = 1, cee s h (29)

i=1 j=1

Ahora, hemos obtenido un sistema de ecuaciones final, donde tenemos ph
ecuaciones en las gh incognitas ¢ ;), y queremos aplicar el Lema 2.4.1. Para
ello, necesitamos una cota superior de los valores absolutos de los coeficientes
Mg j»- Aplicamos el resultado que obtuvimos en (2.6) con a reemplazado
por o »B; ¥ g; sustituido por my; ; ., asi

M jnl < cillaibill < ellagepll - 1811 < 1 AlIB; 1| < A
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Donde A fue especificado en el presente Lema 2.4.2 y ¢, es una constante posi-
tiva seleccionada tal que ¢, > ¢4]|;]| y c,A es un entero, lo cual es posible por el
Lema 2.3.4. Por lo tanto, por el Lema 2.4.1, con m, n y A sustituidos por ph, gh
y ¢, A respectivamente, existe una solucion no trivial para el sistema (2.9) con
enteros € ; que satisface

h p

_ph_
leajyl <1+ (qhcyA)a=rn =1+ (hcy,qA)er

Sustituyendo estos estimados en (2.7), obtenemos una solucién para el sistema
(2.5) que satisface las siguientes desigualdades

p

el < - max[|B;[|(1 + he,qA) e

P
= ||x;|| < ¢+ c(cqA)er

Donde se escoge ¢ > hc, y ¢ > h-||8;|| para toda j. Asi, c depende inicamente
del campo K y es independiente de «; ;, p y . Aun mds, como al menos
algun ¢ ;, es distinto de 0, entonces al menos algin x;; ; no es cero, porque
los B; son linealmente independientes sobre los racionales. Lo cual finaliza la
demostracion. [ |

Elsiguiente Lema es andlogo al Lema 2.4.1, aunque es mi propia adaptacion
de las ideas encontradas en [18] para simplificar el Teorema de Baker.

Lema 2.4.3. Sea K una extensién normal sobre los racionales de grado [K :
Q] =d > 1, consideremos las w ecuaciones en las v incégnitas:

1 Qa1 Aapz 0 Aay (X% 0
Yol _| %y 92 - dew || X2 0
Yw Qw1 Qw2 - Quw/ \Xu 0

Donde q;; ;) son enteros algebraicos del campo Ky 1 < w < v. Sea A una
cota superior entera y positiva para los coeficientes y conjugados en K, asi A >
llag, || para toda i, j. Entonces existe una solucién no trivial x,,...,x, € Z

tales que:
wd(d+1)

|x:] <14 (VA)v-wa@+n  j=1,2,...,0.
J J

Cuando v > wd(d + 1).
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Demostracion: Sea X > 2, Y numeros naturales. Definamos:
Iy ={(xy, 5 x0) 1 |x] £ X3
Jy ={01s > Y0) DIyl £ Y}
Entonces, seguiremos el argumento del Lema 2.4.1, por lo que tenemaos,
Iy <(2X+1) y |yll £vAX

Una distincion importante, es que y; es un entero algebraico, por lo tanto, sat-
isface una ecuacion de la forma

y{+byi+..+b,=0 beZ

Ahora, utilizando las formulas para los coeficientes que se obtienen a partir de
la ecuacion (2.4), podemos concluir que:

b < (9)waxy

Por lo tanto, el nimero de ecuaciones que se satisfacen por y; es a 1o mas

llj (2(‘?)(1),4)()1' + 1)

Y cada ecuacion tiene a lo mas d posibles valores para y; (pues es el maximo
de conjugados que puede tener por el grado del campo sobre los racionales).
Asi,
d v d

d , ) d 1\
Joax| <|d <2, vAXl+1> = d*2"9(vAX)" 2 ( +—,)
Vonsl < |41 ()wax eax)” = 1 (D) * 3040
Se puede demostrar que para n > 2

a +a,+..+a, >
n

Lo cual se conoce como desigualdad entre media aritmética y geométrica. Asi,
utilizando lo anterior y vAX > 2 obtenemos

d + ...+ d + i + 1
d d 1 w 1 d 22 v+l
_— <
T <(i)+2i+1) - d

al .az...an

1

dw
24 — =

IA
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Entonces
d(d+1)

oax] < 2@4@DWAX)Y 2 < (QUAX + 1)wd@+D

Buscamos lo siguiente
(2X +1)° > (QUAX + 1)wd@+D

Cuando v > wd(d + 1). Repitiendo exactamente los mismos argumentos del
Lema 2.4.1, se obtiene el resultado de este lema. [ |
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2.5 Analisis matematico

Definicion 2.5.1. Decimos que [ es el limite de f(x) cuando x se aproxima a
a, denotado por:
lim f(x) =1

X—a

siy solo si para todo € > 0 existe 6 > 0tal quesi 0 < |x — a| < J, entonces
| f(x)—1] <e.
Definicion 2.5.2. Sea f : R — R una funcién, decimos que f es continua en

asilim f(x) existe y lim f(x) = f(a).

X—a X

Proposicion 2.5.1. La funcién f(x) = x es continua para todo x € R.

Demostracion. Sea ¢ > 0 cualquier nimero real. Definamos § = €. En-
tonces si

O0<|x—al<d = |fx)—f(a)|=|x—a|<bd=¢€
Por lo tanto, f es continua en a para toda a € R. [ |

Teorema 2.5.1. Sea f : R — R una funcién polinomial. Entonces f es
continua para todo x € R.

Demostracion. Notemos que cualquier funcién polinomial se puede escribir
como sigue
f)=ax"+..+ax+a,

Acabamos de demostrar que la funcién g(x) = x es continua, y por lo tanto,
lim g(x) = g(a)

Por propiedades de limites, y utilizando el hecho de que f(x) es una combi-
nacion lineal de sumas y productos de g(x)

lim f(x) = a,f(a)" + ... + a;(f(a)) + q,

Por lo tanto, f es continua para toda x € R. [ |

Definicion 2.5.3. Sea A un conjunto. Decimos que « es una cota superior de
Asiysolosia > aparatodaa € A. Decimos que 3 es cota inferior de A si
g < aparatodaa € A.
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Por ejemplo, si consideramos el intervalo (5, 10), entonces todo x tal que
x > 10 es una cota superior de (5,10). Andlogamente para la cota inferior.

Definicion 2.5.4. Sea A un conjunto, decimos que a es el maximo de A si a es
cota superiory « € A. Decimos que 3 es el minimo si es cota inferiory g € A.

No necesariamente existe el maximo y el minimo. Por ejemplo, en el inter-
valo (5, 10), intuitivamente, el maximo de A es 10, sin embargo, 10 & (5, 10),
andlogamente el minimo de A no puede ser 5.

Definicion 2.5.5. Sea A un conjunto, decimos que « es el supremo de A si es
la minima cota superior de A, y se denota como sup A = a. Decimos que (8 es
el infimo de A si es la maxima cota inferior de A, y se denota por inf A = 5.

Es posible demostrar que el supremo e infimo siempre existen, pues ya no
es necesario que pertenezcan al conjunto A.

Lema 2.5.1. Sea f una funcién continua en a. Entonces existe § > 0, tal que
f esacotadaen (a — 8,a + 9).

Demostracion. Como f es continua en a para € = 1, existe § > 0 tal que si
|x —al| < &, entonces | f(x)— f(a)| < 1, en consecuencia, si x € (a—3J,a+9),
entonces f(x) € (f(a) — 1, f(a) + 1). Lo cual demuestra el lema. [

A continuacién, veremos que cualquier funcién continua definida en un
intervalo cerrado hacia los reales est4 acotada.

Proposicion 2.5.2. Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Entonces existe
M > 0tal que |f(x)| < M para toda x € [a, b].

Demostracion. Consideremos el siguiente conjunto:
A ={x € [a,b] : tales que f estd acotada en [a, x|}

Es claro que A # 0, dado que por el lema anterior a € A. Veamos que b =
max A, sea o = sup A. Supongamos que ¢ < b, por lo tanto, f es continua en
a y por el lema anterior existe § > 0 tal que f estd acotado en (a — §,a + 9)
lo cual contradice que sea la minima cota superior de A. Por lo tanto, b = «a.
Ahora, veamos que b € A, por lo anterior, sabemos que f es acotada en [a, x]
para todo x € [a,b). Como f es continua en b, existe 8’ > 0 tal que f esta
acotada en (b — &’,b]. Escojamos y € (b — &', b], entonces f estd acotada
en [a,y], tomando el maximo entre las dos cotas, entonces f estd acotada en

[a,b]. |
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Definicion 2.5.6. Sea f : [a,b] — R una funcién, decimos que f es diferen-
ciable (o derivable) en un punto x, € [a, b] si

) = Tim L= FG)

X—Xg X — X

existe. Si f es derivable en cada punto de [a, b]| decimos que f es diferenciable
en [a,b].

Proposicion 2.5.3. La identidad f(x) = x es diferenciable.

Demostracion. Consideremos

limM=lim—=l

x—0 X — XO X=Xy X — xO

Andlogamente se puede demostrar para una funcién constante.

Proposicion 2.5.4. Sean f,g : [a,b] — R funciones diferenciables en x,,.
Entonces:

1. f + gesdiferenciable en x,

2. f - gesdiferenciable en x,,

Demostracion. Sea h(x) = f(x)+g(x), queremos ver que h es diferenciable
en x,. Por definicidn,

Wix) = lim MOV RO _ S + 800 = f(x) — 80x0)

X=X X — Xy X—Xg X — Xy

— lim Jx) = f(xo) + lim g(x) : ;gc(XO)

X=X X — Xy X=X

= f'(xp) + &'(x0)

0

Pues f y g son diferenciables en x,. Lo cual concluye la demostracion del
inciso (1). Ahora, sea h(x) = f(x)g(x). Por definicion:

B (x) = lim 200~ M%)

X—Xg X — Xy

_ iy 08 + F(0)g(x0)] — [ (x)g(xo) + f(X0)8(Xo)]

X=X X — xO




48 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS ESENCIALES

o SOl8) — g(xo)]+g(xo)[f (x) — f(x0)]

x—>x0 — Xy
— lim f(x )g( Xx) — g( o) x)f(x)_f(xo)
X—Xo x—>x0 -0

=£$f@0@d&0+£3g&%fﬁﬁ)

= f(x0)g'(xo) + g(x0) - f'(x0)

Lo cual concluye la demostracion del inciso (2). [ ]

Corolario 2.5.1. Cualquier funcién polinomial es diferenciable
ay+a;x + ...+ a,x"

Demostracion. Como laidentidad x y cualquier funcién constante es difer-
enciable porla Proposicién 2.5.3 y cualquier funcién polinomial se puede obtener
a través de sumas y productos de la identidad y la funcién constante, entonces
es la suma y producto de funciones diferenciables, por lo tanto, por el teorema
anterior, cualquier funcion polinomial es diferenciable. [ |

Proposicion 2.5.5. Si f : [a,b] — R tiene un maximo en x, € (a,b)y f’(x,)
existe, entonces f’(x,) = 0.

Demostracion. Supongamos que f alcanza su maximo en Xx,,, por hipotesis,

) = tim L0 =1G0)

X=X - xO
existe, entonces los limites laterales existen y son iguales, pero

i TOI=FC0)

X=Xy X — Xy

ORI (COB

x—>x0+ X — Xo

Entonces ) )
x)— f(x
X=X X — Xy
Andlogamente si f alcanza su minimo en x, entonces f’(x,) = 0. [ |

Teorema 2.5.2. Sean f,g : [a,b] — R son funciones continuas en [a,b]y
diferenciables en (a, b). Entonces existe x € (a, b) tal que:

[f(b) — f(a)]g'(x) = [g(b) — g(a)]f'(x)
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Demostracion. Sea h(t) = (f(b) — f(a))g(t) — (g(b) — g(a))f(t), entonces
h es continua en [a, b] y diferenciable en (a, b), mas atn,

W) = (f(b) — f(a)g'(t) — (g(b) — g(a@)f'(1)

Por otro lado, h(a) = f(b)g(a) — g(b)f(a) = h(b). Si h es constante, entonces
h'(x) = 0 para toda x € (a,b), si h no es constante por la continuidad existe
x € (a, b) tal que h alcanza su maximo y por el teorema anterior h’(x,) = 0 lo
cual concluye la demostracion. [ |

Teorema 2.5.3 (Teorema del valor intermedio). Sea f : [a,b] — R una
funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y diferenciable en el intervalo
abierto (a, b) con a < b entonces existe al menos algun punto ¢ € (a, b) tal

que:
fb) - f(a)
a

fe)=———

Demostracion. Sea g(x) = x, aplicando el teorema anterior se sigue que:

fb) = f(a) =(b—-a)f'(c)
Donde c es el maximo de h'(t), lo cual concluye la demostracion. [ |

Aunque claramente es un corolario del teorema anterior, por su importan-
cia, lo nombramos como un teorema.
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2.6 Variable compleja

Este apartado tiene como intencion facilitar herramientas para poder estudiar
funciones f(z) definidas en variables complejas. Nuestro objetivo sera presen-
tar conceptos basicos y teoremas que permitan derivar e integrar f(z) como
estamos acostumbrados en Célculo.

Definicion 2.6.1. Un numero complejo en C es una expresion de la forma
a + bi donde a y b son ntimeros reales. Decimos que dos nimeros complejos
a+biyc+disonigualessiysolosia=cyb =d.

Sea w la imagen de la funcion f : C — C en el punto z, como f(z) = w,
entonces como z = x + iy entonces w = u(x,y) + i v(x,y). Por lo tanto, en
esencia, una funcién de variable compleja es un par de funciones reales de dos
variables reales donde u(x, y) se le conoce como la parte real de f,o Re fya
v(x,y) se le conoce como la parte imaginaria de f.

En célculo, estamos acostumbrados que los resultados estén tipicamente
enunciados para funciones que estdn definidas en algin intervalo. Para las
funciones de variable compleja, los resultados se formulan para funciones que
estan definidas en regiones cerradas de 2 dimensiones. Por lo cual, definire-
mos de manera explicita el significado de estos conjuntos.

Definicion 2.6.2. El conjunto de todos los puntos z € C que satisfacen la
desigualdad
|z—2zp| <p

Donde p es un namero real positivo, se le conoce como un disco abierto o
vecindades de z,

Este conjunto, consiste de todo los puntos que estdn contenidos en el circulo
de radio p y centro z,. En particular, los conjuntos que son una solucion para
las siguientes desigualdades:

lz—i| <2, |z+2|<5, |z|<10
Son las vecindades para los puntos i, —2 y 0 respectivamente.

Definicion 2.6.3. Un punto z, que estd contenido en un conjunto S se le llama
punto interior de S, si existe una vecindad de z, que estd completamente con-
tenido en S. Si cada punto del conjunto S es un punto interior de S, decimos
que S es un conjunto abierto.
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A partir de esta definicion, es claro que cada vecindad de algin punto z, es
un conjunto abierto.
Definicion 2.6.4. Sea f una funcién de variable compleja definida en una
vecindad de z,. Entonces f es diferenciable (o derivable) en z, si:
df @+ Do) - f(z)

E(ZO) = f'(zp) := Alizao Az

Es decir, f es derivable en z; si el limite existe.

La distincidn que se hace, respecto a ser derivable en los nameros reales,
es que /\z es un numero complejo. Asi que puede aproximarse hacia el cero
en muchas direcciones, desde la derecha, desde abajo, a través de un espiral,
etc. Es decir, f’(z,) debe tener un unico limite independiente de como /\z se
aproxima a 0.

Ejemplo: Sea f(z) = z (el conjugado complejo de z). Entonces, si aproxi-
mamos /\z — 0 a través de los reales positivos y luego por los imaginarios
positivos, obtenemos que:

fl(zo) = lim f(ZO + Az) - f(ZO) ~ lim M
A\z—0 AZ Azs0 AZ
AX—>0 Ax Ax—>0 Ax
= lim Q =1 _Q — 1

Por lo tanto, concluimos que f(z) no es analitica.
Proposicion 2.6.1. Si f, g son diferenciables en z,, entonces:

 f + gesdiferenciable en z,

- f - gesdiferenciable en z,

. L esdiferenciable en z, si g(z,) # 0.
g
La demostracion es una copia fiel del resultado para funciones reales, el cual
vimos en la Proposicién 2.5.4.

Definicion 2.6.5. Una funcion de variable compleja f(z) se dice que es analitica
en un conjunto abierto G si f(z) es derivable en cada punto de G. Si f es
analitica en todo el plano complejo, entonces se dice que f es una funcién
entera.

Proposicion 2.6.2. La funcién identidad f(z) = z es una funcion entera.
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Demostracion. La demostracion, nuevamente, es una copia fiel del resul-
tado para funciones reales, el cual vimos en la Proposicién 2.5.3. [ |

Anélogamente, este resultado es valido para las funciones constantes, es de-
cir, f(z) = z, para cualquier nimero complejo z,,.

Proposicion 2.6.3. Sea f(z) = z, + z,z + ... + z,2" una funcién de variable
compleja con z; numeros complejos. Entonces f(z) es una funcion entera.

Demostracion. Como la identidad es analitica y las funciones constantes
son analiticas, por la Proposicion 2.6.1 es claro que f(z) es analitica, pues es
la suma y producto de funciones analiticas. |

2.6.1 Las ecuaciones de Cauchy-Riemann

La propiedad de ser una funcion analitica, claramente depende de la funcién
f(z) = u(x,y) +iv(x,y). Por lo cual, resulta util demostrar que la funcién
es analitica a partir del andlisis de las funciones reales u(x,y) y v(x,y). Sin
embargo, estas funciones aun dependen de dos variables. Intuitivamente, so-
lamente necesitamos que /\z se aproxime a cero desde los valores reales pos-
itivos y desde los valores imaginarios positivos. Mas adelante, demostraremos
esto formalmente.

Si la funcién f(z) = u(x,y) + iv(x,y) es diferenciable en el punto z, =
X, + iy,, entonces el limite:

f(zo + Az) - f(z0)
N\z

Puede ser calculado permitiendo que Nz=/Ax+i/\yse aproxime desde
cualquier direccion conveniente en el plano complejo, ya que el limite es unico
en cualquier direccion. Si /\z se aproxima horizontalmente (a través de los
reales), entonces /\z = /\x y obtenemos:

f'(zo) = AliZIEO

u(xy + A\x, yo) — u(xg, ¥o) + i v(xy + AX, yo) — i v(xg, ¥o)
/\x

l =1
f'(z0) Jim

+ilim

A\x—0

fia) = Jim u(xy +Ax,yo>—u(xo,yo>] 0

x—0 Ax

Como los limites son las derivadas parciales de u y v respecto a x, entonces:

[v(xo +/\X, ¥o) — 0(Xo, ¥o)

ou .0V
fl(zy) = a(xo’J’o) + la(xo,yo)
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Andlogamente, si /\z se aproxima verticalmente (a través de la parte imagi-
naria), entonces /\z = i /\ y y ademas, como u, v no dependen de i, entonces:

u(xo, Yo+ Ay) — u(xo, o)
0 iy

oy i 10U 100 v
f(ZO)_i i6y+idy_ lay+6y

Por lo tanto, como los limites coinciden, entonces concluimos que:

'(zy) = lim
/(@) Ay— Ay—=0 iy

ilim [v(xo,yo+Ay> — v(Xg, Yo)

du Jv Jdu ov

ox dy dy  ox

Las cuales se conocen como las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Por lo tanto,
hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.6.1. Una condicion necesaria para que una funcion de variable
compleja f(z) = u(x,y) + iv(x,y) sea diferenciable en el punto z, es que las
ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfagan en el punto z,. Consecuente-
mente, si f es analitica en un conjunto abierto G, entonces las ecuaciones de
Cauchy-Riemann se satisfacen para cualquier punto de G.

Teorema 2.6.2. Sea f(z) una funcion de variable compleja de la forma f(z) =
u(x,y) + iv(x,y) definida en algun conjunto abierto G que contiene al punto
z,. Si las derivadas parciales de u y v existen en G, son continuas en z, y sat-
isfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en z,, entonces f es diferenciable
en z,. Consecuentemente, si las derivadas parciales son continuasy satisfacen
las ecuaciones de Cauchy-Riemann para todos los puntos de G, entonces f es
analitica en G.

Demostracion. Notemos que el cociente de f en el punto z, puede escribirse
como sigue:

f(zo+ A\2) = f(20) _
\z
u(xy + Ax,yo + Ay) — u(xq, yo) + ilv(xg + Ax, yo + 2Ay) — v(x, ¥o)]
Ax+i/Ay

Donde z, = x, + iy, y /\z = /Ax +i /\ y. Ahora, notemos que:

u(xy + Ax,yo + Ay) — u(xg, yo) =

u(xy + Ax,yo + Ay — u(xo, Yo + 2A\Y) + u(xo, ¥o + A\y) — ulx, o)
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Como las derivadas parciales existen en G, por el teorema del valor intermedio
2.5.3, existe un numero x * entre x, y X, + /\x tal que:

u(x, + Aan’O + Ay) —ulxe, yo + Ay) = AXZ_Z(X *, Yo + AA\Y)

Aun mas, como las derivadas parciales son continuas en el punto (x,, ¥, ), pode-
mos escribir:

ou ou
a(x * Yo+ AJ’) = a(xo’J’o) +€

Donde ¢ — 0 conforme x *— X,y /\y — 0 (en particular, cuando Az — 0).
Asi, obtenemos:

ou
u(xy + Ax, o + Ay) —u(xo, yo + Ay) = Ax [E(XOJ’O) + 51]
Repitiendo este procedimiento, concluimos que:
ou ov . ou ov .
et AD) - fz0) Ax o Tatigt l€3] + Ay[a +e,+ 5 + l€4]
Nz Ax+i/Ay

Donde cada derivada parcial es evaluada en el punto (x,,y,) y donde cada
e; — 0 conforme /\z — 0. Ahora, por hipétesis, se satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, lo que nos permite escribir el cociente de manera equiv-
alente como:

ou .dv ) ou .ov
AX[a-l'la +1Ay[a+la]+ 1
Ax+i/Ay Ax+i/y
Donde 4 := Ax(¢; +ie;) + /AA\y(e, + ie,). Ahora, notemos lo siguiente:
A
- < Ax le; +ies| + L le; + gyl
Ax+i/y Ax+i/y Ax+i/y
< |e +ies| + |ey + i€y
Asi,
A
lim ————— < lim |eg; +ie.| + |6, +ies| =0
A Ax iy Az—>0| 1 AR al

Por lo tanto concluimos que,
lim f(zo+ Az) - f(2)) _ 8_u
A\z—0 Az ox

Es decir, f'(z,) existe, es decir, f es diferenciable en el punto z,, lo cual con-
cluye la demostracidn. B

.0V
(X5 Yo) + la(xo,yo)
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Proposicion 2.6.4. La funcion f(z) = eP* es una funcion entera.

Demostracion. Notemos que e = e*(cosy + isiny), por lo tanto, e es la
suma y producto de funciones continuas. Por el Teorema anterior, es suficiente
ver que f(z) satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Asi,

f(z) = eP**PY = ePX(cos py + isin py)

u(x) =eP*cospy y v(x)=eP*sinpy

ou . dv
i = peP*cos py = @
ou o dv
@ = —peP*sin py = 3
Por lo tanto, se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. [ |

Los siguientes teoremas por motivos de extension los referimos directamente
a [8, pp. 218, 402].

Teorema 2.6.3 (Principio de médulo maximo-minimo). Una funcién analitica
en un dominio acotado y continua (incluyendo la frontera) alcanza su médulo
maximo-minimo en la frontera.

Teorema 2.6.4 (Formula integral de Cauchy). Supongamos que C es una curva
cerrada simple y la funcién f(z) es analitica en una regién que contienea C'y
su interior. Asumimos que C estd orientada en sentido antihorario, entonces
para cualquier z, dentro de C:

L[ S@
)= 5 [ ondz
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Capitulo 3

Metodologia

En primer lugar, se presentard de manera selectiva resultados de cada una de
las 4reas planteadas, incluyendo la motivacion y explicacion de las demostra-
ciones (que pueden ser bastante extensas). Por lo tanto, se estima que la mayor
parte de la investigacion se dedicard en abordar estos resultados en la parte in-
troductoria del trabajo:

1. Aproximacién diofantina.

2. Teorema de Lindmann.

3. Teorema de Gelfond-Schneider.
4. Teorema de Baker.

5. Ecuaciones diofantinas.

En segundo lugar, se expondré de forma efectiva todo lo relevante a la con-
jetura de Collatz para el problema de los ciclos en el siguiente orden:

1. Enunciado de la conjetura.

2. Dificultades de su estudio.

3. Enfoques que han proporcionado mayor vision del problema.
4. Estudio de los ciclos.

5. Resultados preliminares relevantes en los ciclos.

57
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Por ultimo, se presentara con el detalle suficiente el Teorema de Steiner de
1977. Para ello, se expondra de manera sistematica:

1. La eucacidn diofantina de los 1-ciclos de la conjetura.
2. Un borrador sencillo con los pasos para completar la demostracion.

3. La demostracion explicada en términos comprensibles con la teoria es-
tudiada.



Capitulo 4

Teoria trascendental de numeros

Hasta el momento, hemos desarrollado las herramientas esenciales que nos
van a permitir estudiar los nimeros trascendentales. Lo natural, es encontrar
propiedades que sean ciertas para todos los numeros algebraicos, asi, si alguna
de estas propiedades no se cumplen para algun ntimero, es porque éste no
puede ser un namero algebraico, es decir, debe ser un numero trascendental.
Es decir, intentamos determinar la esencia de un namero algebraico. Por lo
tanto, no es sorpresa que estas propiedades tengan aplicaciones en otras areas,
como en las ecuaciones diofantinas.

4.1 Aproximacion diofantina

Historicamente, la primera propiedad encontrada que separa a los numeros al-
gebraicos de los numeros trascendentales, es la precision con la que se pueden
aproximar por un namero racional.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Dirichlet). Dado ¢ € R, existen enteros p, q tales
que:
1
K
a] q
Demostracion. Sea {x} la parte fraccionaria, |x{| la parte entera y Q un
entero suficientemente grande para que g < Q. Y consideremos los Q + 1
1.
numeros 0, {¢},{2¢}, ..., {(Q — 1){}, 1 que pertenecen a los a intervalos. Por el

principio de Dirichlet, existen dos de estos que pertenecen al mismo intervalo.
Afirmo que la diferencia tiene la forma g — p, veamos:

{8 — {18 = @8 — @S] — @il + a8l = (@2 — q)S — @S] + i€ ]
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Definiendo ¢ = ¢, — q, y p = |9,¢| — |9:¢] entonces {g,¢} — {q:¢} = g — p.
Por lo tanto,

1 p 1 1
-pl<==>(-=|<—=<=
la¢ = | Q ¢ Q‘ qQ ¢?

Para cualquier Q > g, lo cual completa la demostracion. [ |

Lo mas natural es preguntarse si es posible obtener una mejor aproximacion
para ciertos numeros o hay un limite para ello. Liouville encontré una cota
para los nimeros algebraicos que impide obtener una mejor aproximacion por
los racionales. Y con ello, fabric6 un naumero que se aproximara mejor que
cualquier namero algebraico, es decir, un numero trascendental.

Teorema 4.1.2 (Teorema de Liouville). Sea ¢ cualquier nimero algebraico de
grado n, y cualesquiera enteros p, g se tiene que:

P K
_—— >_
i

Demostracion. Dado que{ es un numero algebraico, entonces existe el min-
imo polinomio irreducible f € Z[x] tal que f({) = 0 por la Proposicion 2.3.1.
Ahora, sea x € [{ — 1,{ + 1], utilicemos el Teorema 2.5.2 para f’(x) (dado
que la derivada de cualquier funcion polinomial es polinomial y por lo tanto
continua y diferenciable por el Teorema 2.5.1 y Corolario 2.5.1) se tiene que:

flx)<M
Observemos que M depende unicamente de {, ya que M = f’(c) para alguna

ce[¢{—1,{+1]y f depende de ¢ por ser su minimo polinomio irreducible.

Por otro lado, es claro que f(£) # 0, pues es suficiente garantizar que £ no
q

es una raiz. En caso de serlo, podemos buscar una aproximacion mas cercana
de ¢ con ¢ # 2 tal que 2 no sea raiz, como el grado del polinomio es finito,
Q@ Q@

no puede contener infinitas raices, por lo que es un proceso finito y 2 ~ £ por
92 q

lo que el teorema vale para p, q originales. Asi,
=2 (6]

—_ — ai —_— e —

‘f<q ' E q ‘ q"

i=0
> 1, como es la suma de enteros, es suficiente ver que

(:)

n

Z a; pi qn—i

i=0

n

2 a;p'q"

i=0

Afirmo que

la suma es distinta de 0. Supongamos lo contrario, entonces =0lo
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cual es una contradiccion por lo anterior. Por lo tanto,

(G-

Ahora, consideremos el intervalo (£, ¢), por el Teorema 2.5.3:
q

n

Z aipiqn—i

i=0

1
T

10-1(2)=(2-¢) s

Donde x € (¢,2) c [¢ —1,¢ + 1], por o tanto,
q

e .«

NS
q If'()l - Mg*  q*

Observacion. Baker propone M = n?(1 + [¢]|)"'H donde H = max{|q;|},
es decir, el maximo de los valores absolutos de los coeficientes de f. Lo cual,
es muy claro si consideramos que M solo debe satisfacer f'(x) < M para x €
(§—-1,{+1). Como{|a;|} <H,i <nyx <1+ |{| entonces:

n

[0 = Y ilax™ < Y nHA + S = n¥(1 + [¢)"'H

i=1 i=1

Por lo cual esta cota no es particularmente buena, por mencionar una mejor,
directamente de lo anterior:
n(n+1)(1+ [{D"'H
M = 5

Aungque es posible reemplazar 1 por £ para mejorar la cota, la intencion es

proporcionar una constante independiente de py g.

Trascendencia a partir del Teorema de Louville: A partir de lo anterior,
Louville se dio cuenta que esta propiedad no es universal para los nimeros
trascendentes, puesto que se pueden generar nimeros con una mejor aproxi-
macidn por racionales. Consideremos

= 1
§=Zlon!

n=1
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Definamos: '
J
; 1
bj= 10/ Z 107!
n=1
Entonces,
101'|_|nz1 on' _Zlof'l_l Z 0n'
—1+1+—1(1+1+1+)
T10GHD 10U+ T T 10U+ 106G+2 ~ 10G+3) 7
1 1 1 1 10 10 1 1
< 10(j+1)!(1 Tttt )= 10G+D! (3) - (?) TG0 < (104)J

Tomando j > n donde n es el grado de ¢, contradice el teorema de Louville,
por lo tanto, { no es algebraico, por lo tanto, es trascendental.

4.2 Teorema de Lindemann

Teorema 4.2.1 (Teorema de Lindemann). Para cualesquiera nimeros alge-
braicos distintos «;, ..., &, y cualesquiera nameros algebraicos no nulos g, ..., 3,
se tiene que:

pie“t + ...+ Ben £0

Demostracion. Supongamos lo contrario, entonces existe una combinacion
lineal tal que:
pe*t+ ...+ B,en=0

Sea K la extensién normal que contiene las raices 8, ..., B, &1, -.. » &,,. Consid-
eremos

T [oBee™ + ..+ a(B)e’™] =0

ceG(K,Q)

El producto tiene como resultado 0, porque 1 € G(K, Q), es decir, (5,e%)+...+
B." esta en el producto. Supongamos que G(K, Q) = {0, ..., 04}. Expandiendo
el producto se obtiene:

Z Gl(ﬁl*) L] O'd(ﬁn*)eal(al*)"l'-.."rad(an*) — 0

Donde 1 #,..., n * son en realidad todas las posibles combinaciones de 1, ... ,n
Por ejemplo, o,(53;) --- 04(B,) estd en la suma. Es decir, es la suma de n" ecua-
ciones. Formalmente, lo escribimos de la siguiente manera:

n n
z Z o1(B;) - 4By ) - 1@ )+ +0a(a,) — ()

i1=1 ln=1
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Los exponentes o;(a; ) + ... + 04(a; ) pueden tener el mismo valor. Agrupamos
los términos con exponentes iguales. Sean yi,..., ¥, los distintos valores de
o,(a;) + ... + 04(a; ) y sea J, el conjunto de vectores (iy, ..., i,) tal que

o(a;)+...+o0(a;) =y
Por lo tanto, la sumatoria se convierte en:
N
Z 6e’ =0 donde 6, = Z o1(B;,) -+ 04(By,)
k=1 (iysemrli)ET

Notemos que cada o € G(K, Q) permuta los pares (y;, 8;), ... , (¥5, 85). Veremos
que es imposible que todos los §, sean 0 mostrando que existe un vector tal que
o(a; )+ ... +o(e; ) es distinto de todos los demds exponentes. Asi, para alguna
k, el conjunto J, tiene cardinalidad 1y &, # 0.

Definamos un orden total en C definiendo { < w si Re{ < Rew o bien,
Re! = RewyIm{¢ < Imw. Este orden total tiene la propiedad que si ¢;, @;
son nameros complejos con {; < w; parai = 1,...,r, entonces

r r
28 < 2w
j=1 j=1
Como ag, ..., a, son distintos por hipétesis, entonces o(«;), ..., o(a,,) son dis-
tintos, de lo contrario, o(a;) = o(«;), por ser un grupo, existe o~ tal que
olo(a) =07'o(q;) = o =q;

Lo cual es una contradiccion. Entonces paracadak € {1, ..., d} existe un indice
i tal que oy (a;, ) > oy (a;) para j # iy. Esto implica que

o1(a;,) + .. + o4l ) > oy(a;) + ... + 04(a;,)

Para todos los vectores (jy, ..., j,) # (i1,...,i,) y asi, oy(a; ) + ... + o4(a; ) es
distinto del resto de los exponentes. Y claramente 5, # 0, de lo contrario,
algtin 0;(8;) = 0y repetimos la demostracion del Lema 2.3.5. En conclusion,
asumamos sin pérdida de generalidad que &, ..., §; son los numeros no nulos
entre d,, ..., d,. Entonces,

t
Z 5key’< =0
k=1

Donde cada §; es distinto de 0y cada y,, son distintos nimeros algebraicos tales
que o permuta los pares (y;,6;), ..., (¥;, 9;). Utilizando el Lema 2.3.2, podemos
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encontrar un entero m tal que mJ, es un entero algebraico para toda k. Por lo
tanto, definamos u;, = mdy, asi,

t
2. Hee"
k=1

Donde cada y es un entero algebraico distinto de 0 y cada y, son numeros
algebraicos distintos tales que o permuta los pares (yq, 4y), ..., (Vs ;). Sea p
un numero primo y utilizando el Lema 2.3.2, podemos encontrar un entero [
tal que ly, es un entero algebraico para toda k. Para k = 1, ..., t definimos

1
(p—D!

fix) = AP =y P [ [ —vp)P
j=1

j#k
fu(@) = f &5 f o (u)du

My = mF (y) + oo + W F (v,)
Demostraremos que se cumple:

1. Paracada o € G(K, Q), se tiene que o(M;) € {M, ..., M,}

2. Si p es suficientemente grande, entonces M, es un entero algebraico dis-
tinto de 0.

3. |[M| <1lparak =1,...,t para p suficientemente grande.

Como veremos, estos tres puntos serdn suficientes para demostrar el Teo-
rema de Lindemann de manera eficaz. Para ello, necesitaremos los siguientes
lemas.

Lema 4.2.1. Supongamos que f tiene grado m — 1. Entonces
m ) m )
F(@) = [0 -2 1@
j=0 j=0

., . _ . d
Demostracion. Definimos t = uz™!, por lo tanto, u = zt y asi, d—L; = Zz,
entonces du = zdt. Notemos que cuando u = 0 entonces { = 0y cuando
u = z entonces ¢t = 1. Sustituyendo:

Fk(z)=f e?1-Df, (tz)zdt
0
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Integramos por partes utilizando la formula
n-1
/u(o)v(”)dt = > (-Dfu®pr-i-h 4 (—1)”/u(”)v(°)dt
k=0

Definimos u©® = f,(tz), v = ze?1-9dt, notemos que
=D = /ez(l—t)zdt = —e2(1-0) = pl-i = (_1)j+lez(1—t)

ud = fl(cj)(tz)zj y um =0
Por lo tanto,

1

1 m
f 10 fi(t2)zdt = Y (=1)F f(tz)z/ (1) e200
0 Jj=0

0

=2 > O - f(z)
j=0 j=0

|
Lema 4.2.2. Se cumple:
t p(t+1) )
O Mc=-Y ¥ wf@pparak=1,...t
j=1 m=0

(ii) Paracada o € G(K,Q), tenemos que o(M;) € {M,, ..., M,}

Demostracion. (i) Como f) tiene grado p(t + 1) — 1, entonces por el lema

anterior
p(t+1) p(t+1)

M—ZmewZﬂWm Zﬂwn

t
Sin embargo, por hipétesis, Y, u;e’’ = 0, asi,
j=1

t+1)
D)

0

Zt: p(
Jj=1 m=
(ii) Por el lema 2.2.2, existe o; € G(K, Q) tal que

(O'i(yk)’ O'i(luk)) = (J/i’ lul) para i= 1, ’t
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Asi, aplicando o; a los coeficientes de f; obtenemos

1 t
fan® = gyt Ge = antrr ! [T G- oy
j#o(1)
1 t - [ —
= o e -ny =560
J#i
Con lo cual, concluimos que
t p(t+1)
a,(M,) = —jZ mZ o(upf @)
t p(t+1)
== D, oMt = M,
j=1 m=0

Lema 4.2.3. Seak € {1, ..., t}. Entonces se cumple:
¢ p
i) fE V) =1r (H(h - n))
k=2

(ii) fij)(ym) =0param=1..,t,j=0,..,p—1y(m,j)#A,p—1).
(iii) fij)(ym) =0 mod pparam =1,...,tyj > p.

Demostracién. En general, si g(x) = (x — a)"h, entonces gV (x) = r(x —
a)y'h+ h'(x—a) yg®(a) =0, es claro que g"™(a) = 0 param = 0, ...,r — 1
y g = rlh(a), esto demuestra (i) y (ii). Ahora, seam € {1,...,t}yj > p,
definimos:

LG B A%

o Xy 1
g(x) '_fl(l) -1 11

Entonces (p — 1)!g es un polinomio con coeficientes enteros algebraicos, pues
escogimos [ tal que ly; sea un entero algebraico. Notemos que si g = ¢,x" +
... + ¢, € C[x], entonces para todo j > 0:

1

]!g(j)(x) = cr(;)x’—f + c,_l(’;l) +ote
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! 3 3 . 3
Por lo tanto, (p—1)! g.—'(x) es un polinomio con coeficientes enteros algebraicos.
j!
. D(ly . .
En particular £ U esun entero algebraico. Ademas, por la regla de la cadena

p
gW(x) = 5”(?) . % y por lo tanto,

1w Vg90y)
p P

es un entero algebraico. Esto demuestra (iii). [ |

Lema 4.2.4. Para p suficientemente grande, M, es un entero algebraico no
nulo.

Demostracion. Aplicando los Lemas 4.2.2 y 4.2.4, tenemos que:

t
M, =—-uA?P modp con A := lt(H(h — V)
k=2

M +u AP

Por lo tanto, es un entero algebraico, por lo tanto, M, tiene que ser

p

un entero algebraico y veremos que no puede ser nulo para p suficientemente
AP .

grande. Asumamos que = (tomando M, = 0) es un entero algebraico, y

P
b = N(u;), B = N(A), entonces b,B € Z por el Lema 2.3.2, utilizando el
mismo lema:

AP BP
N b—d ez
p p
Lo cual es imposible si p > |bB|. Por lo tanto, M; # 0. [ |

Lema 4.2.5. Para p suficientemente grande |M;| < 1 parak =1,...,¢.

Demostraciéon. Notemos que:

Fk(z)=f ez“f(tz)zdtgf el?l| f(tz)||z|dt
0 0

< |zlell - sup |f(u)|
ueC

[ul<|z|

Pues f estd acotada por una constante M por el Lema 2.5.2, es decir, se puede
acotar por la integral de una constante (que es facil de calcular). Asi, sea 8 =
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t
max [[(|yx —7;|) para toda k, @ = max(|y; — y|) para toda i, k, y u = max y;
j=1

J#k
para toda i, entonces, se cumple que para toda k, i:

wP~1BP[P
F N < |y el . — &~
Por lo tanto,
wPBPIP cP

IM,.| < u-tlylel -

(p—1! (p-1!
Donde c es una constante que depende de u, t,y;, w, B y L, pero independiente
de p. Dado que para todo ¢ > 1, (C—p' — 0 conforme p — o0, entonces

p—1)!
|M,| < 1 para toda k para p suficientemente grande. [ |

Finalmente, hemos completado los tres puntos propuestos. Por lo tanto, por
los Lemas 4.2.2,4.2.4,4.2.5

H o(M,)

oceG(K,Q)

INM,)| = =M, - M| = [M;] - [M;] <1

Por el Lema 2.3.4, tenemos que N (M, ) es un entero con la propiedad de N(M;) <
1. Por lo tanto, N(M;) = 0, por el Lema 2.3.5, M; = 0, lo cual contradice el
Lema 4.2.4. Asi, hemos producido un entero N(M,) que depende de «y, ..., &t,,,
Bi,--» B, tal que 0 < N(M;) < 1, lo cual es imposible. Con esto finaliza la
demostracion del Teorema de Lindemann. [ |

Como veremos, este Teorema es en realidad una herramienta util para generar
numeros trascendentales. Veamos algunas consecuencias.

Consecuencias del Teorema de Lindemann

Corolario 4.2.1. Sea a un numero algebraico no nulo. Entonces § = e* es un
nuamero trascendental.

Demostracion: Supongamos lo contrario, entonces j es algebraico, por lo
tanto, e* — Be° = 0, lo cual contradice el Teorema de Lindemann. [ |

Corolario 4.2.2. 7 es trascendental.
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Demostracién: Supongamos lo contrario, entonces 7i es algebraico. Como
e™ = —1 entonces e™ + e° = 0, lo cual contradice el Teorema de Lindemann,
por lo tanto, 7 es trascendental. (Es claro que este argumento se puede exten-
der para demostrar que 7i es trascendental.) [ |

Corolario4.2.3. Sea o un namero algebraico distinto de 0, entonces sin «, cos «
y tan a son trascendentales.

Demostracion: Supongamos que sina es algebraico. Como

cosa = V1 —sin’ a entonces cos « es algebraico. Como ia es algebraico dis-
tinto de 0, entonces e!* = cos a +i sin a es trascendental por el Corolario 4.2.1.
Lo cual es una contradiccién por ser una suma y producto de nameros alge-
braicos. Andlogamente para cos a y tan a, ya que pueden probarse con la iden-
tidad 1 + tan’a = cos2 a. N

Corolario 4.2.4. Sea o un numero algebraico distinto de 0, 1, entonces In « es
trascendental.

Demostracion: Supongamos que In a es algebraico. Entonces e™* = « es
trascendental, lo cual es una contradiccion por el Corolario 4.2.1. [ |

Definicion. Decimos que los numeros a4, ...,a, € C son algebraicamente
independientes si no existe un polinomio (no nulo) f € Q[x,,...,, X, ] tal que

flaq,...,a,) =0.

Observacién. Supongamos que «, es algebraicamente independiente, en-
tonces es trascendental.

Definicion. Dado un subconjunto S de C, definimos el grado de trascen-
dencia de S como trdeg S como el maximo numero ¢ tal que S contiene ¢ ele-
mentos algebraicamente independientes.

Corolario 5: Supongamos que ay, ..., &, son linealmente independientes so-
bre Q. Entonces e“, ..., e* son algebraicamente independientes.

Demostracion: Sea f cualquier polinomio nonulo en Q[x, ...x, ]. Entonces:

FO, X)) = D) Biy o By Xy e X

l]EI
paraB; ---B; € ﬁ[xl, ...»X,] y I un conjunto no negativo. Por lo tanto,

f(erxl, ey ) = Z Bil Binea1i1+...+ocnin
i;el
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Como ay, ..., &, son linealmente independientes sobre @, entonces los expo-
nentes a;i; + ... + a,i, son distintos. Supongamos lo contrario, entonces a;i; +
e + i, = ajj, + ... + a,j,, entonces o, (i, — j;) + ... + a,(i, — j,) = 01lo
cual contradice que a4, ..., @, sean linealmente independientes sobre Q o bien
i = ji. Por lo tanto, por el Teorema de Lindemann f(e*,...,e“) # 0, por
lo tanto, e, ..., e* son algebraicamente independientes o bien, tiene grado de
trascendencia n. [ |

El siguiente corolario no fue encontrado en ningtn articulo relacionado al
tema. Reconozco que el resultado podria ser de la autoria de alguien maés, pero
lo incluyo como resultado de mis observaciones personales.

Corolario 4.2.5. Dadas las condiciones del Teorema de Lindemann, dado § =
B.e™ + ... + B,e%, entonces ¢ es un numero trascendental.

Demostracion: Supongamos lo contrario, entonces ¢ es algebraico. Pode-
mos suponer que «; # 0 Vi, de lo contrario, consideremos ¢, = ¢ — 3,e® como
nuestronuevo ¢ = f,e* +...+f3,e%, el cual es la suma de nimeros algebraicos,
por lo tanto, es un nimero algebraico tal que ninguno de sus a; = 0 para toda
J- Asi,

le — Bre — ... —B,e =0
En cualquier caso, hemos generado un numero ¢{ que contradice el Teorema
de Lindemann. Por lo tanto, { es un numero trascendental. [ |

4.3 Teorema de Gelfond-Schneider

En el siglo 20, habia un gran interés por expandir nuestro conocimiento ac-
erca de los numeros trascendentales. Motivado por la lista de 23 problemas de
David Hilbert [6], el 7mo problema fue resuelto primero por Gelfond, seguido
por Schneider de manera independiente, por lo cual, ahora se conoce como el
Teorema de Gelfond-Schneider. Como veremos, es en realidad, una maquina
para producir nameros trascendentales.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Gelfond-Schneider). Sean « y 8 numeros alge-
braicos tal que a # 0, a # 1y £ no es un numero racional real, entonces
cualquier valor of es trascendental.

Demostracion. En general, af = ef1°6@® donde log(x) es en realidad una
funcion multivaluada en los nimeros complejos. Asumamos que a y 3 satis-
facen las hipotesis del problema y definimos y = ef1°8® Sea K una extension
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normal sobre los racionales tal que [K : Q] = h para a, 8 y y. Establecemos
las siguientes relaciones:

m=2h+3, q>4m?, n=—

t=q¢*=2mn, n>q

Por supuesto, estas variables serdin complementadas por requisitos futuros,
pues buscamos que excedan ciertas constantes. Definimos p;, ..., p; como los
numeros

(r +kp)log(a) para r=1,..,q k=1,..,q 4.1)

Definimos la funcién entera (la demostracion es andloga a la realizada en la
Proposicién 2.6.4)

t
F(z) = Z ;€@ (4.2)
j=1

Donde los u; son enteros algebraicos en el campo K que seran especificados
ahora. Por el Lema 2.3.2, podemos encontrar un entero c; tal que c;o,c;8 'y
¢,y sean enteros algebraicos. Consideremos las mn ecuaciones en las 2mn
incognitas y;:
2 -
¢ (log(@)"F@(b) = 0 (4.3)
a=0,..,n—1 y b=12,....m
Veamos que se cumplen las condiciones del Lema 2.4.2. Los coeficientes que
acompafian a y; son:
C;H—qu(log a)—aquebpj — C?+2mq(l" + kﬁ)aeb(r+kﬁ)log(a)
— C;H—qu(l’ + kﬁ)aebrlog(a)ek,@blog(a) (44)
— Cf+2mq(l’ + kﬁ)aabr)/kb
Notemos que a+rb+kb < n—14+gm+qgm = n—1+2mgq, por lo tanto, podemos
garantizar que cada coeficiente es un entero algebraico al multiplicarse por
c,. Para encontrar una cota para los coeficientes y sus conjugados observemos
que:
r+ kB[ < Irll + Ikl - NIl
q +qllBll = g1 + 181D

Definimos ¢, como el méaximo de ||a||, ||y||,1 + ||8]| y utilizando ¢* = 2mn,
podemos afirmar que una cota superior para cualquier coeficiente (o conju-
gado) de la ecuacion (4.4) es:

C}f+2mq(qcz)nc§mq = (c,6,)"(c,6,)*™I(V 2m)"n>
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Definimos ¢; = (¢;¢,)*"t1W/2m y como g < n entonces puede simplificarse
como:

< (c16)"(er0)™"(V2m)"*n2
— (Clcz)n(2m+1)(1 lzm)nn;
= [(c;c)™™ 'V 2m]"n>
= cg’ng
Como observacion, notemos que c;, al igual que c,, ¢, y m, son independientes

de n. Asi, podemos aplicar el Lema 2.4.1 para el sistema de ecuaciones (4.3)

con A reemplazado por cin> y concluimos que estas ecuaciones tienen una
solucion no trivial u;, tal que, para cada j,

mn

llsll < ¢ + c[c(@mn)ciynz |zmn-mn
= ¢+ 2c’mncin: < 3c’mncin:
Donde la constante c es dependiente del campo K e independiente de n. Como

2" > n > q > m, por lo cual podemos reemplazar 4" = 2"2" > mn. Por lo
tanto, definiendo ¢, = V 3c24c;

Iyl < c*n3 (4.5)

Donde c, es independiente de n. De tal manera, la funcion F(z) en (4.2) queda
completamente definida. Antes de continuar, enunciamos el siguiente lema.

Lema 4.3.1. Existen enteros p > nyBenelrango1 < B < m tal que F¥(b) =
Oparaa=0,1,..,p—1yb=1,2,..,myFP(B) £0.

Demostracion. Si existe tal entero p, ciertamente satisface p > n, debido a
la ecuacion (4.3) (de lo contrario FP(B) = 0). Ademas, podemos garantizar
que F@(b) = 0 porque concluimos que el sistema (4.3) si tiene solucién. Por
lo tanto, es suficiente demostrar que F(¥(1) no es cero para todos los valores
a=0,1,..,t —1. Asumamos lo contrario, entonces:

t
Z,ujp;’epf =0, 0<ax<t-1
j=1

Sin embargo, u; no es cero para toda j por el Lema 2.4.2. Por lo tanto, obten-
emos un determinante igual a cero.

t
0= det(p;‘epj) = det(p;?) . H eli = 0= det(p}l)

j=1



4.3. TEOREMA DE GELFOND-SCHNEIDER 73

Obtenemos esto porque e?; # 0. Notemos que det( pjc.‘) es un determinante
de Vandermonde, el cual referimos nuevamente a [10, pp. 217], el cual solo
equivale a cero si dos p's son iguales, digamos, p; = p,. Entonces

(r; + k) log(ar) = (1, + kp8) log(a)

Por lo tanto, § es un nimero racional, lo cual contradice las hipétesis del Teo-
rema de Gelfond-Schneider. Lo cual demuestra el lema. [ |

Ahora, utilizamos el Lema anterior para definir el valor no nulo ¢

¢ = (log(a))PFP(B) = ), ;(log(a)) P plePri
= (4.6)

t
= > p(r + kpB)aPyBk

j=1

+2 : : o
Notemos que ¢ 7¢ es un entero algebraico en K por la eleccién de ¢, y la
construccién de ¢. Ahora, veamos algunos lemas.

Lema 4.3.2. Existen constantes positivas C, independientes de ny p tales que:
IN(O)| = CP

Demostracion. Notemos que g < n < p, por lo tanto,

p+2mq _ p+2mp _ ( 142m\p _ P
o <q =(c;""™P =cq

Al definir ¢ = ci“m. A su vez, c¢5 es como ¢; y m, por ser independiente de p
y n donde c£¢ es un entero algebraico, por lo tanto, utilizando la observacion
de la Definicion 2.3.7, tenemos que:

1< IN(EEDI = INEDN©)| = "IN
Ya que ¢! € Kgk ) (por estar en Q). Entonces,
INO| > (c)P

Lo cual demuestra el lema, ya que & es dependiente del campo e independiente
deny p. [ |

Lema 4.3.3. Existe una constante positiva c, independiente de ny p, tales que:

€1 < cPp?
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Demostracion. Por la ecuacién (4.6) tenemos que:

11 < tmax | - flr + kBIIPllecll Py

Ahora,q < n < pyt = 2mn < 2", para alguna n suficientemente grande.
Recordemos que r,k, 3 esta acotados por g, q, m respectivamente. Usando
también la ecuacién (4.5) obtenemos:

€1 < 2%cynz - g + gBIIP(lla - [y [I™)
< Res(@+1BIDNal™ - [l }P > gP

Por definicion n2m = g2, entonces:

g’ = (V2m)Pn: < (\V2m)Pp:

Asi, obtenemos que:

1511 < Qes(L+[IBIDIecl|™ - [[¥1]™V2m)P pP = cP pP
Como se queria. B

Ahora, por el Lema 4.3.1, la funcion entera F(z) y F’(z) tienen como factor
(z—b) parab = 1, ..., m (aunque estamos asumiendo que una funcioén entera
se escribe como el producto de sus raices, para ello, véase [8, pp. 278]). Por el
Lema 2.2.1, F(z) tiene una raiz multiple (z — b)¥, argumentamos que k > p.
Supongamos lo contrario, entonces F(z) = (z — b)*h(z) conk < py (z — b)
Jh(2), por lo tanto, F®(b) = k!h(b) = 0, entonces (z — b)|h(z), lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, f(z) tiene raices en z = 1, ..., m de multiplicidad
al menos p. Consideremos la siguiente funcion:

S(z) = p'F(z) [[(z-b)? [[B-b)P (4.7)
b=1 b=1
b#B
Por lo tanto, S(z) es un cociente de funciones enteras de la forma % con
q(z

q(z) # 0 (pues los ceros son cancelables), por lo tanto S(z) es una funciéon
entera. Expandiendo F(z) en una serie de potencias por la serie de Taylor en
z — B, obtenemos que:

(z — B)PFWPB) (7 — B)P+IF(p+1(B)

F@) = p! (p+ 1)
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Sustituyendo en S(z), y tomando z = B obtenemos:
S(B)=FP(B) y ¢ = (log(a))PFP(B) (4.8)
Con la ultima expresion cumpliéndose por (4.6). Por la Formula integral de

Cauchy, tenemos que:
S
S(B) = —— f @ 4,
C

27 z—B

Para cualquier curva cerrada C alrededor del punto z = B. Tomaremos C el
circulo |z| = £. Esto rodea el punto z = B porque
q

2
2q —2qg 4m 4m

Ahora, si u es cualquier numero complejo, entonces |e¥| < el entonces, para
toda z en el circulo |z| = £ y utilizando la ecuacién (4.1) se cumple:
q

|ezpj| S e|ij|

ef(tﬁqlﬁl)IlOg(a)l —cP

= 6

Asi, hemos definido ¢, = e1*1D18@ como todas las demds constantes, inde-
pendientes de n y p. Uniendo (4.2) y (4.5), para toda z en el circulo |z| = £
q

obtenemos: . . .
|F(z)| < tefn2cl < (2c4c6)Pn2 < cEp2 (4.9

Donde hemos utilizado t = 2mn < 2" < 2P para n suficientemente grande y
definido c¢; = 2c,¢c, independiente de n'y p. Ahora, para cualquierb =1, ..., m
obtenemos:

z—b|>lzl-p|>2-m>B_L
q q 29

,2p-ap _9@2p-p)_ P _
q2q q2q 2q

2 k
1z — b|™* < (f) vk (4.10)
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Donde hemos aplicado 23 > m. Ahora aplicamos las ecuaciones (4.9), (4.7) y
q

recordamos g* = 2mn, por lo tanto, concluimos que en el circulo |z]| = =

15(2)] < ple’p* (—) T3 - bl
p) 14
b#B
n o (R
= (c;2"(2m)z [ [ IB — b|)*p!p= (—)
b1 p
b#B

—\ mp
— P £
=cyp!p?

Como p! < pPy yn < % (yaque n < p), entonces
p p

p _mp

1S(z)| < c{pPp2p
pB—m)
_c8p 2

Para toda z en el circulo |z| = 2. A partir de la ecuacion (4.8) obtenemos:
q

_ 1 _ S(z)
21 <1 log@I7ISB)] = 5= log(@)| P|fCZ_Bd

Porque |i~!| = 1. Y la longitud de la circunferencia de |z| = £ es 272. Por lo
q q

anterior y la ecuacion (4.10), obtenemos:
2q
1 < o=l log@ 7l p™" f|dz|

pG-m) (D
= - llog(e)| el p™5" (q) on?

p q
(3—m) 2
L G
p
(3—m)
< (2¢q log(oc)‘l)"pT
p p(3—m)
= Cgp 2

Con este estimado y utilizando el Lema 4.3.3 para sus conjugados obtenemos:

IN(OI <cg p 2 (Cppp)h G i
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Donde hemos utilizado que m = 2h + 3y definido ¢, = ¢,c"~! (nuevamente,
una constante independiente de n y p). Finalmente, utilizando el Lema 4.3.2,
concluimos que:

¢tp? >IN 2CP =

Cic>p

Para constantes independientes de n 'y p. Sin embargo, esto es una contradic-
cion, porque p > n'y podemos escoger a n arbitrariamente grande. Con esto
finaliza la demostracion del Teorema de Gelfond-Schneider. [ |

Consecuencias del Teorema de Gelfond-Schneider

Corolario 4.3.1. El nimero 2‘/5 es un numero trascendental.

Demostracion. Claramente 2 # 0,1y \/E no es un numero racional real,

con 2,2 numeros algebraicos. Por lo tanto, 2V2 es un ntimero trascendental
por el Teorema de Gelfond-Schneider. [ |

Corolario 4.3.2. El niumero e” es trascendental.
Demostracion. Notemos que:
e = (eiﬂ)_l — (_1)—i

Donde —1, —i son algebraicos con —1 # 0,1 y como —i no es un numero
racional real, por el Teorema de Gelfond-Schneider, (—1)~' = e” es un numero
trascendental. [ |

Corolario4.3.3. Sea o, § numeros algebraicos diferentes de 0, 1 tales que log(),
log(3) son linealmente independientes sobre Q. Entonces para cualesquiera
numeros algebraicos no nulos y, §, se cumple:

y log(a) + & log(B) # 0

Demostracion. Supongamos lo contrario, entonces:
y log(ar) + 610g(8) =0

d
Entonces log(a) = —(f)log(ﬁ). Entonces « = B 7. Por el Teorema de
Y

Gelfond-Schneider, esto solo es posiblesia := ‘e Q. Pero entonces, log(a) +

Y
alog(B) = 0, lo cual contradice nuestra hipotesis original. [ |

Proposicion 4.3.1. El Corolario 4.3.3 implica el Teorema de Gelfond-Schneider.
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Demostracion. Supongamos que af no es trascendental. Como g log(a)=
log(a?), por lo tanto, a y af son linealmente dependientes sobre los nimeros
algebraicos, por lo tanto, a y a® son linealmente dependientes sobre Q, nece-
sariamente 8 € Q. Sin embargo, esto contradice las hipotesis. [ |

A partir de estos ultimos dos corolarios, es que Baker intenta extender el
Teorema de Gelfond-Schneider. Como veremos mas adelante, el Teorema de
Gelfond-Schneider es un caso particular del Teorema de Baker.
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4.4 Teorema de Baker

Las ideas de Baker revolucionaron la Teoria trascendental de nameros. A par-
tir de ese momento, fue evidente la necesidad de encontrar una funcion con
ciertas caracteristicas, para su teorema, es necesaria la construccion de una
funcion compleja multivariable. Su resultado no solamente generaliza los re-
sultados de Lindemann y Gelfond-Schneider, también son clave para las ecua-
ciones diofantinas.

Mi interpretacion de los resultados de Baker, solamente facilitan su lectura.
Algunas ideas mias, permiten desarrollar los resultados con mayor facilidad.
Por su puesto, el libro original [3] de Baker, tiene todo el crédito al respecto,
pues no se mejora ni altera los resultados propuestos.

Teorema 4.4.1 (Teorema de Baker). Sean ay, ..., ar, numeros algebraicos no
nulos tales que log(a;), ..., log(a,) son linealmente independientes sobre los
racionales, entonces 1, log(«,), ..., log(«,,) son linealmente independientes so-
bre el campo de todos los nimeros algebraicos. Es decir, para cualquier S, ..., 3,
numeros algebraicos (no todos cero), entonces

Bo + B log(ay) + ... + B, log(a,) # 0

Demostracion. Sea K una extensiéon normal sobre Q de gradod = [K : Q].
Procedamos por contradiccidn, sin pérdida de generalidad, 8, # 0. Por lo
tanto, podemos dividir entre —3, y redefinimos los §; para obtener:

Bo + By 1og(ery) + ... + B,y log(a,—y) = log(a,)

a, = eﬁoeﬁl log(ety) ... ef’n—l log(a,—1)
— pPoyPl ... Bn-1
a, =e 0(1 Oln_l

Ahora, utilizando esta igualdad, produciremos los siguientes lemas.

Lema 4.4.1. Existen enteros p(4,,...,4,), no todos cero, con valores absolutos
alo mas e"’, tales que la funcion

L L

A 1Zp_

q)(zo, ’Zn—l) — Z Z p(/107 ,An)zooe/lnﬁozoaiﬁm al};n_llzn 1
A0=0 Ap=0

Dondey, =4, + 1,8, (1 <r < n)yL = h’ w satisface:

para todoslosenteroslcon1 < I < hytodos los enteros no negativos m, ..., m,,_;
con my + ...m,_; < h%
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Demostracion. Claramente, es necesario determinar los enteros p(4,, ..., 4,,)
tales que:

Para calcular las derivadas parciales, es suficiente utilizar:

d"(uv) i": <m0) d"*u) d*(v)

dxn e dxn—k dxk

d(akx) B d(ekxln(a))
dx dx

= kln(a)e**™@ = kIn(a)a**

Por lo tanto,
O Moy mn_1)(l, )=

L L
D > Doy e s A)q (g, Ay DEP ol o " PRy, oy, ) = 0
Ao=0  1,=0

Donde
_ < my _ _ Mo—Ho A0—Ho
Q00 20:2) = 2 (Yo = 1) o =ty + Do) ™0z
=0 10

h(yls ey Yn—l) = J/:nl e y,T_nIl log(ocl)m1 e 10g(“n-1)m"‘1
Por supuesto, los logaritmos son constantes por lo cual pueden cancelarse al
dividirse (utilizando el hecho de que todo estéd igualado a cero). Ademads, note-
mos que:

ABol Y1l ¥l
emay A1
— A ﬁol /11[ .. Anfll Anﬁll . Anﬁn—ll
=emtay A1 & a1
Aol (4.11)

1 n—1

Ml Aoal Al
1 cee an_l . an

_ Al Ap-l B 1 Bn

_a ...an_l (e 06{1 .-.a

=qa
Por lo tanto, concluimos que:

@ Moy mnfl)(l, vl =

L L
Al Anal Al n-
D 2 PQoseess A)qQs Ay Dy - a3 -y ey = 0
A=0  2,=0
Para todos losenteroslcon1 < I < hytodoslos enteros no negativos m, ..., m,,_;
con mgy + ..., m,_; < h?, logicamente podemos preguntar, ;cuantos conjuntos
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de enteros (m,, ..., m,,_;) hay? En este caso no es necesario una respuesta pre-
cisa, tenemos la libertad de tomar la cota maxima h?". Por lo tanto, se tienen
alomas p := h(h®") ecuaciones con q := (L + 1)"*! variables. Veamos que
hay mas variables que ecuaciones (pues de hecho es requisito para utilizar el
Lema 2.4.2, ya que los coeficientes son enteros algebraicos multiplicando por
alguna r por el Lema 2.3.2).

1 n+1
(L + 1)n+1 > hZ—E(n+1) — hz(n-l-l)—v

ey s cpe n+1 1
No es dificil ver que para n entero positivo se cumple que . < >» por lo cual,
n

1 3
L+ 1) > B2 = 25 = 2l > 2h(R2)d(d + 1)
Para ello, solo necesitamos h > 4d*(d + 1)>. Como se requeria. Ademas,

d(d +1
q>2pd(d+1) = pdd+1)<q—pdd+1) = —LXIED 4 419
q—pd(d+1)

Todos los coeficientes que acompanan a los enteros p(4,, ..., 4,,) no dependen
de h con excepcion de los [*~# que légicamente son menores a h. Entonces,
podemos afirmar que existe A = khl una cota superior para los coeficientes y
conjugados en algin campo K. Por el Lema 2.4.3 y la ecuacion (4.12), existe
una solucion no trivial de enteros p(4,, ..., 4,,) tal que tienen valores absolutos

a lo mas:
pd(d+1)

(L + 1) khL)eraad < ((L + 1)"khE) < e

. . 2 2
Pues el lado izquierdo toma un valor menor a h*"", con h = e*, entonces h*"" =
khZ h3 .
e < e para una h lo suficientemente grande. [ |

Lema 4.4.2. Sea m,, ..., m,_, enteros no negativos tales que

my+...+m,_; < h?

emos:
|f(2)] < el

Ademds, para cualquier entero positivo [, se cumple f(I) = 0 o bien |f(I)| >
—(h3+Ll)
c, .
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Demostracion. La funcién f(z) esta dada por

L L
P Z o Z p(Ao, ceey An)q(ﬂ.o, /‘ln, Z)aflz v ain_fllz . ai”z . ')/;nl e y:l_"Il
Ao=0 A,=0

Donde q(4,, 4,, z) estd definidaen el Lema4.4.1y

P = (log(er))™ - (log(et,—, )™

Asi, tenemos que:

moy

1920, A 2)| < (L)™(|2] + 1)F D) = (2¢;L)™(|z] + DF,
Ho=0
Az An1Z _AnZ Ll|z| my My_q my+...+m,_
oy e, "y |S(C4) > |P7/1 “Yh1 |S(CSL) ! o

Por lo tanto,
f(2)] < (s (€)M (esLyme(|2] + DH(™) < ¢ +H

Por otro lado, por el Lema 2.3.2, r (1) es un entero algebraico y de hecho, dis-
tinto de cero. Asi, como N(rf(l)) € Z por el Lema 2.3.2,

INGfa)I =1 [T leGFO) =1

oceG(K,Q)

h3+LI

Es fécil ver que los conjugados pueden acotarse por c,

, por lo tanto,

1 —(W3+L)
J = T >,
6

Lema 4.4.3. Sea J cualquier entero que satisface 0 < J 8n)%. Entonces

<
<

J
h'*s y todos los
h2
enteros no negativos mg + ... + m,_; con my + ... + m,_; < >

f(z) = 0 para todos los enteros | que satisfacen 1 < I

Demostracion. Probaremos el lema por induccién sobre J. CuandoJ = 0
£l h?

entonces h'*s = h yor = h?. Por el Lema 4.4.1, se cumple el caso base.

Supongamos que el resultado es valido para J = k y probaremos que es cierto

paraJ =k + 1.
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i , My, ..., M, _ ivi
Primero, definamos los enteros m, .—1 los enteros no negativos tales
que:
h? h?

< —
2k+1 — 2k

my+..+m,_; <

k
Si [ es cualquier entero tal que 1 < I < h'*#, por hipétesis de induccion satis-
face f(I) = 0. Por lo tanto, podemos asumir que

k k+1
hl+a < l S h1+;

Y procedamos suponiendo que f(I) # 0y busquemos una contradiccién. Para
ello, crearemos una cota inferior y superior de |f(l)| que sea contradictoria.
Por el Lema 4.4.2 y utilizando L > h?, es claro que

_(3+ E
(h +8n)

|F(D] > c#HD > ¢ (4.13)

Tomando ¢, = c. Para la cota superior, necesitamos construir una funcion
entera. Definamos:
1+5 h?
Rk:[h 8"]9 Sk: ?
Donde [x] denota la parte entera. Por lo tanto, [ satisface R, < | < R,y
my+...+m,_; < S;,;. Sea cualquier entero no negativo m < S, y escribiendo
m = j, + ...+ j,_; con j; no negativo, entonces:
h2
(Mg + jo) + oo + (Mg + juo1) < 28,1 < oK
Entonces, por hipotesis de induccidn, para cualquier enteror con 1 <r < R,
tenemos que:

Con j, + ... + j,_; = m < S;,;. Ahora, por la formula de Leibnitz, tenemos
que:

m
EOEED) (Jo,...,j,,_l)q)'”(’”‘) """ st

_ Jorein-1
Jottjp_1=m

Por lo tanto, la funcién f(z) tiene cerosen z = 1,2, ..., R, de orden > S, ;. De
manera andloga a la demostracion del Teorema de Gelfond-Schneider sea:

F(z)=[(z—=1)(z —2) (z — R)]%
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f(2) . , . 1
Entonces —— es una funcién entera. Asi, definimos R = R, hs, entonces
z

R > 2R, (basta escoger h > 28" para verificarlo). Sea Dy el disco cerrado
|z| < R. Por el Teorema 2.6.3 obtenemos:

f(2)
F(z)

< max,, g | f(2)|
©oming g |F(2)]

para z € Dy

Asi, para cada z € D, obtenemos:

|F(2)|(max ;g | f(2)])

min|z|:R |F(2)]

If(2)| < (4.14)

Como | > Ry, F(l) # 0. Ademas,

Ry Skt1
k+1

IF(D| = (Il =1] -+ |l = R,])S+ <R

Utilizando |l — j| £ | £ Ry;;- DadoqueR > 2R, = 2R —-2R, > R =

R . . R
IR — Ry| > > entonces para 1 < j < R, se obtiene |z — j| > 5 Por lo tanto,

RyeSi41
min |F(z)| > (—)
|z|=R 2

Regresando a 4.14, concluimos que:

2R RieSicv1
< PP+LR ( k+1)
lfDI<c R

Observemos que

k
h3+§

RiSien = —r

kol

3 3
h3+LR S Ch +h +8n S C7 8n

C

Lo cual es claro si tomamos ¢, = ¢?. Asi, finalmente,

k
Wt e

h3+8ﬁn 2 Bl
lfDl < ¢ 1
hn

(4.15)

k
h3+ﬁ

k
e (h)” %

<
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Con ¢g = 2¢,. Asi, utilizando las ecuaciones (4.13) y (4.15) obtenemos:

3, k 3+ k
h™ 8n 3

8 (Y S —( )
(h) e 2 [f(D] = ¢

cs
(h“%) In(cy) — % In(h) > — (h“%) In(co)
(75 ) iney) - 2221 > (%) (= InGer)

n24In(cg) + In(cy)] > In(h)

Lo cual es una contradiccidn para una h lo suficientemente grande (pues el
lado izquierdo contiene constantes independientes de k). La contradiccion
surge de asumir que f(I) # 0, asi, f(I) = 0, lo cual, completa la inducciéon
sobre J. [ |

Lema 4.4.4. Escribiendo ¢(z) = ®(z, ..., z), se obtiene:

|pP(0)] < e (0< j < h®) (4.16)

2

Demostracion. Definamos los nimeros X = h¥'yY = | ], por el Lema

2(8n)?
4.4.3 tenemos que:

Y para todos los enteros no negativos m,, ..., m,_; talesque my+...4+m,_; <Y.
De aqui, se concluye que @ tiene cerosen z = 1,2, ..., X de orden al menos Y.
1

Asi, definamos R = Xhs, entonces R > 2X ya que h > 2%, Ahora, sea C
el circulo |z| = Ry Dy el disco cerrado |z| < R, nuevamente construimos la
funcion

$(z)

(-1 z-X)]¥

La cual ya hemos visto varias veces que es una funcién entera. Por el Lema
2.6.3 se tiene que para toda z € Dy obtenemos:

F(z) =

max,;|=gr |$(2)]

ming, _g(1z — 1] - [z = X])Y

|F(2)| <

Por lo tanto,
(Iz=1] -+ |z = X])" max, ¢ |$(2)|

min ., _g(|z — 1] -+ |z = X[)¥

$(z) <
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Primero, obtenemos una cota para max,,_g |¢(z)|, por el Lema 4.4.2 y uti-
lizando LR < h®*? obtenemos que

max |¢(Z)| S Ch3+LR S chZ(h+h8n) S cl’lz(Zhg") — 02h8n+2
|z|=R

8n+2

Como XY = entonces

2807’

1
max |¢(Z)| < C'fOY con ¢y = C26m% 41
|z|=R

R
Ahora, como X < > obtenemos:

R\YY
min(|z = 1| -+ |z = X|)Y > (R = X)X¥ > <—)
|z|=R 2

Notemos que para todo |z| < X tenemos que:
(z—1] -]z =XD" <@

Combinando estas desigualdades se obtiene:

1$(2)| < cjp

— 710

XY

4X -1
<_) = (4010]1 8n )XY < e_XY

R
Lo cual se puede lograr definiendo h > (4ecm)8n. Finalmente, para cualquier
entero 0 < j < h®" dentro del circulo C’ : |z| = X, por el Teorema 2.6.4 y lo
anterior,

: i1 [ 1¢(2)]
Moyl < 2=
I#O) < 21 Jo, |z|i*t dz
o= XY
iJ
=T

8
S e—XY < e—h n

8n+2 8n)?

Donde XY = > h® sih > 272 . Lo cual concluye la demostracion. W

2(8n)?

Lema 4.4.5. Para cualesquiera enteros t,, ..., t,, (no todos cero) y valores abso-
lutos a lo mas T, obtenemos

|t,log(ay) + ... + t, log(a,)| > ¢
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Demostraciéon. Comolog(«,), ..., log(a,) son Q-linealmente independientes,
entonces
t;log(ay) + ... + t, log(x,) #0

Por lo tanto, definamos
Q =t log(y) + ... + t,, log(x,,)
Por el Lema 2.3.2,
w=r(e?—-1) =r(a) ear—1) € A

Por ser el producto de nameros algebraicos. Ahora, por la demostracion del
mismo lema, r > 1. Por lo tanto, si @ = 0, entonces e® = 1, por lo tanto, Q
es un multiplo de 27i, y de hecho, uno no nulo, pues log(«,), ..., log(«,,) son
por hipotesis, linealmente independientes sobre los racionales, en este caso, el
lema es valido trivialmente. De lo contrario, N(w) > 1, entonces

Nw= J] o@=1= |w >c "
oc€G(K,F)

Ademds, para cualquier z, |e? — 1| < zel?l, por lo tanto,
T < |w| < [rQle® < |r||Qle

12

Cuando |Q| < 1 (pues el lema es trivialmente valido para |Q| > 1), por lo

—Tdn
tanto, |Q| > Ilifle = cl‘lT, como se queria. [ |

Lema 4.4.6. Sean R, S, enteros positivos y sean y,, ..., ¥z_; distintos numeros
complejos. Definamos como I' al maximo entre 1, |y,], ..., |¥z_1| Y p como el
minimo entre 1y [y; —y;/ con 0 < i < j < R. Entonces, para cualesquiera
enterosr,scon 0 <r < Ry 0 < s < §, existen nimeros complejos w; (0 < i <

RS
RS) con valores absolutos a lo mas <?) tal que el polinomio

RS—-1

W(z) = Z w;z!
Jj=0

satisface WU)(y;) = O paratodai,jcon0 <i < Ry0 < j < S exceptuando
i=r,j=syWyy)=1
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Demostracion. Sea el par r, s fijo. Consideremos

R-1
W(z) =ay(z —7.) [ [(z—7n)®
g
Donde .
R-1
m#r

Entonces, claramente W(z) es un polinomio con coeficientes complejos de
grado a lo mas RS — 1. Ahora, utilicemos la formula de Leibnitz,

j [ R-1
j _ J i—k k
WO@ = a3 (k> (CRTON RN CRFUL
B m#r
Es claro que si j < S, entonces el término (z — y,,) para m # r sobrevive,

pues es de grado al menos S. Por lo tanto, W(y,) = 0. Por otro lado, cuando
J =s,i =r se obtiene:

R-1

WO@,) =ast [[z—7.) =1

m=1
m#r

Por definicion de a,. Ahora, vamos a estimar los coeficientes de W(z). Escri-
biendo a W(z) como sigue:

W(z) =cy+ 12 + ... + cpg_1 28571

Notemos que W(z) < |a,|(z + I)® por definicion de T, sea u,, el coeficiente
de z™ en (z + I)®S, 0 < m < RS, entonces, |c,,| < |a,|u. Ademas,

"= (RS> " < (T 4 1)FS
m
X (RS
Esto es obvio porque (I' + 1)* = )’ I oR5=K (es decir, el lado izquierdo es
k=0

uno de los sumados del lado derecho). Por otro lado,
-1
R-1

laol = s ][ lyr —vml®| < 5&D
m=1

m#r
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Por definicién de p. Asi, obtenemos,

o] (C+DR T +1\% 5 < 2r\*®
m OSR-1) “\ p —\p

Porque p < 1. [ ]

Finalmente, podemos proceder a la demostracion del Teorema 4.4.1. Ver-
emos que las desigualdades obtenidas en el Lema 4.4.4 no pueden ser todas
validas y la contradiccion demostrard el teorema. Empecemos escribiendo
S =L+ 1yR = S". Es facil demostrar por inducciéon que para cualquier
entero i con 0 < i < RS se puede representar de manera unica de la forma

i=d+4S+..+4,8" 0<A, <L Vj
Para cada i, definimos,

Lv; = /10’ pi = p(/lo’ ’/171)

Y definimos ¢; = 4, log(e;) + ... + 1, log(«,,). Entonces utilizando la ecuacién

(4.11) se obtiene:
RS—-1

$(z) = D, piziie?”
i=0

por el Lema 4.4.5, cualesquiera dos ¢;, quienes corresponden a dos conjuntos
A4, ..., 4, distintos difieren en al menos c¢j. En particular, exactamente (L +
1)" = R de los ¢; son distintos, denotamos estos valores como y,, ..., ¥g_;- Si
definimos I'y p como en el Lema 4.4.6, entonces I' < ¢;,Ly p > cl‘SL.

Sea t tal que p, # 0, s = v, y r tal que ¢, = y,. Definimos W(z) como en el
Lema 4.4.6, por las propiedades de W(z) especificadas en el Lema, vemos que

RS-1

pi =Y, pW (g

i=0
Ademads, por el Teorema de Leibnitz, tenemos que:

RS-1 RS—-1

v; i3 : j—; dj Vi pPiZ
W g) = 2 jG =1+ —vi+Deg " = ]Z 3 [@(z )]

Jj=0
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Entonces
RS—-1
pi= Y, pW(ep)
k=0
RS—-1 RS—-1 :

a’
= Z Dk Z @ [_-(kaeqakz)lz:O:I
k=0 j=0 'ldz)

RS-1 i RS-1
d’
— E E v z
- wj de( brz ke )|z=0
j=0 k=0

RS-1

= 2 ;(0)

j=0

Como RS < h?"*2, por el Lema 4.4.4, se sigue que se cumple (4.16) para toda j
con 0 < j < RS. Ademas, por el Lema 4.4.6 tenemos que:

2P kS L RS h2n+2 h2n+4
|| < o < (2eylefy) < LM cf

Como |p,| > 1, concluimos que

RS—-1

1<1pl < Y 1o, l1¢90)]

j=0
h2n+2 h2n+4 _hsn
<RSL™ "¢, e

2n+2 2n+4  _ 1.8
< h2n+2h2h n 0?6 e hon

Aplicando logaritmos

[2n + 2]log(h) + [2h***2]1og(h) + [h*"*] log(cye)
< h*"**(log(c,6) + log(h))

< h*"**(log(c,sh))

< h2e,,

S h8n

(6n+5)71

16 . Por lo tanto,

Lo cual podemos garantizar cuando h > ¢

2n+2  p2n+4 38
1Sh2n+2h2hn 0?6" e h”<1

Lo cual es una contradiccion. Esto finaliza el Teorema de Baker. [ |



Capitulo 5

Ecuaciones diofantinas

Una de las aplicaciones mas sorprendentes de la teoria que desarroll6 Baker
fue permitir encontrar una cota para el tamafio de todas las soluciones de al-
gunas ecuaciones diofantinas. Por supuesto, el teorema que vamos a presentar
es de una naturaleza practica, que sigue en gran medida los lemas presentados
en el Teorema de Baker, pero como veremos, los detalles son distintos.

El propésito de esta demostracién, no es repetir los mismos detalles que es-
tuvieron presentes en el Teorema de Baker, si no, centrarse en aquellos detalles
que realmente son propios de esta demostracion y requieren mayor cuidado.

5.1 Formaslinealesenloslogaritmos de numeros
algebraicos

A continuacidén, veremos uno de los Teoremas que Baker utiliza para

Teorema 5.1.1. Sea K una extension normal sobre los racionales de grado
[K : Q] =d > 4 paralos «y, ... ¢, nimeros algebraicos no nulos con n > 2,
definimos 0 < § < 1y A > 4 la altura de los nimeros algebraicos «y, ..., @,,.
Sean by, ..., b, enteros, con valor absoluto a lo mas H que satisfacen

0 < |b;log(et;) + ... + b, log(a,)| < e %H (5.1)

Entonces
H < (4767 'd? log(A))@m+* (5.2)

Demostracion. Comenzaremos por observar que si o es un numero alge-
braico distinto de 0, 1, de grado a lo mdas d y altura a lo mas A > 4, entonces,

(2dA)™* < |log(a)| < 4log(dA) (5.3)

91
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Para ello, veamos dos casos. Si |a| < 1, entonces |a| < dA, ysi |a| > 1,
consideremos el polinomio minimo e irreducible f de « tal que f(a) = 0, por
lo cual,

aat+..+aa+a,=0 €7 =

lagad| = |ag_, @@t + ... + a;a + a
Entonces
la| < |aza| = |ag_; + ... + a;at =@V 4 goa~@V| < Ad

De manera andloga, si |¢| > 1, entonces Ad > 1 > |a|™. Ysilal < 1,
entonces, notemos que |a,| > 1, de lo contrario a, = 0, por lo tanto f es un
polinomio reducible, lo cual es una contradiccién, entonces

|[Aad| > |azad + ...+ aq;a| = |ap| > 1 =
Ad > |a|™! ademas considerando Ad > |a| = |log(|a])| < log(Ad)
Como v a2 + b2 < |a||b| para |a|, |b| > 2, entonces

| log(@)| < ((log(lal)? + 72)> < | log(Ja])| || < 4log(Ad)

Ahora notemos que [N(a¢ —1)| > 1 > A™', y cada conjugado de a — 1 tiene un
valor alomas 2dA, pueso(a—1) = o(ax)—o(1) = o(ax)—1 < g(a) < Ad < 2Ad
por los mismos argumentos anteriores, entonces |a—1| > (2dA)~¢. Utilizando

le? — 1| < |z]el!
Concluimos que
ot — 1| = €% — 1] < |log(a)]e! &l < |log(a)l(dA)
(2dA) < |log(@)|(2dA)* = (2dA) ™~ < |log(a)| < 4log(dA)

Lema 5.1.1. Se cumple la ecuacidén (5.2) o bien, existe un entero k con 2 <
k < n tal que se cumplen las siguientes condiciones:

1. Existen enteros b;’, - b,’; con valores absolutos a lo mas (2H)" %+ tales
que
0 < |b; log(ety) + ... + b, log(at,,)| < H"*e=oH

2. Al menos n — k de los enteros b:’ ..., b, equivalen a 0
3. Los tinicos enteros b'l, s b;l con valores absolutos a lo mas H tales que
b, log(a;) + ... + by, log(et,) = 0 (5.4)

Y b;. = 0 cuando b;.' = 0 estdn dados por b'1 =..=b,=0.
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Demostracion. Claramente (1)y(2)sonvalidos para k = nyaque se reduce
al caso inicial (5.1) con b;.’ = b;. Si también se cumple (3) no habria nada que
probar, por lo tanto, supongamos que (3) no es valido para k = n, entonces,
existe el minimo valor k > 2 para el cual (1) y (2) se cumplen pero (3) no. Sean
b'll, ..., b, los enteros que satisfacen (1), (2) y sean by, ..., by, los enteros con las
propiedades especificadas en (3) distintos de b} = ... = b;, = 0. Supongamos
que b}, # 0y definamos
b, =bb,, —bib,, (1<j<n)
Notemos que
0 < |b, log(ety) + ... + by, log(a,)| < |bj,|H" *e=H < Hr—F+1g=oH

Ademas, tenemos que b;" = 0 cuando b;.' = 0y también b,, = 0 con b,, # 0.
Por lo tanto, al menos n — k + 1 de los enteros b'l”, ...,b, son0ylos b;.” tienen

valores absolutos a lo més (2H)"%+2, Entonces (1) y (2) se satisfacen con k—1.
Por la seleccion de k, se sigue que se cumple (3) para k — 1 con las condiciones
del lema o bien no se cumple porque k — 1 = 1. De ser lo segundo, entonces
al menos n — (k — 1) = n — 1 de los enteros b;,’ s b,: son cero, por lo cual,

i -1,-8H
0< |bj log(a;)| < H" e
Para algun entero bj y asi por (5.3) con & = «; obtenemos:
(sz)—d—4 < Hn—le—BH

0H —(n—1)logH < (d + 4)log(2dA)

Ahora, nuestro objetivo es acotar H. Baker no proporciona argumentos para
esto, por lo cual, probablemente exista alguna idea obvia que se est4 omitiendo,
aun asi, presentaremos nuestro propio andlisis para llegar al resultado. Para
ello, notemos que la funcion tiene el siguiente comportamiento:

N

Funciéon 6H — (n — 1)log(H) < (d + 4)log(2dA)
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Asi, para hallar el punto maximo que puede tomar H definimos:
f(H) = 6H — (n —1)log(H) — (d + 4) log(2dA) =

Es decir, el punto maximo se obtiene cuando 6H — (n — 1)log(H) = (d +
4)log(2dA) (notando que hay de hecho dos valores de H que satisfacen esta
ecuacion), de lo cual se obtiene:

H 1 = e5H(2dA)—(d+4)
(d+4)

H = en 1(2dA) n-1

SH (d+4)
oH e n1 = ——n (2dA) n

Este tipo de ecuaciones, se resuelven utilizando la funcion W de Lambert, la
cual satisface la ecuaciéon ye? = x = y = W(x). Por lo tanto,

P w2 aay )

(d+4)
H = —(n— DW (2 (2day w5

Ahora, de hecho, para especificar cual de los valores de H se obtiene, definimos
W = W_, (el cual admite una unica solucion y de hecho, la que buscamos),
para acotar W,(x) referimos a [5], el cual obtiene para u > 0:

1-Vou—u<w_(—e* < -1-V2u- %u (5.5)
Entonces, ajustamos como sigue
s m(_(sz) Ti")
_n—(ZdA) o= e (5.6)
_ _e—[%ln(ﬁ(zm))q]q

Por supuesto, es necesario justificar que

I = [(d+4) <ni

1(2dA)> - 1] >0

Notemos que cuando u < 0, entonces —e *~! < —e~!. Supongamos que k < 0,
por lo tanto, por (5.6):

(d+4)

__n (2dA) 1 < —e7! (5.7)
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Veamos que es suficiente demostrar lo siguiente para llegar a una contradic-
cion: X
(n—-1)2dA)1 > e (5.8)
Notemos la siguiente serie de desigualdades que dependen de la anterior:
@+
(n—1)2dA)»~1 >ed yaque(0<d<1)

(d+4)

(2dA) = > e

n—1
(d+4)

é _
-1 —_— n—1
e > p— 1(2dA)

(d+4)

J s -1
—m(ZdA) n-1 > —e

Lo cual contradice (5.7), por lo cual k > 0 como se requeria. Ahora verificare-
mos (5.8). Por simplicidad, definamos m =n —1ycomod > 4,A > 4:

m(2dA)= > m(e)n

1
Definamos la funcion f(m) = men y veamos cual es su punto minimo.

1
, L em
f(m)=e’"—z=0

1
= 1—-—=0=> m=1
m

Donde f(1) = e. Por lo tanto, concluimos que:

1 1
mQ2dA)= > men > e

Para toda m. Con la consideraciéon que la derivada de f no es valida cuando
m = 0, en cuyo caso, n = 1 y sabemos que n > 2. Ahora, ya que hemos visto
que se cumplen todas las condiciones de (5.8), concluimos que:

W_(—e 1) > -1 -2k -k
= —(n—1)5""W_(—e* ) < —(n—1)5" (=1 -2k — k)
= H<m-1)5"1+V2k+k)

(dj) In (%(2(1 A)) — 1]. Lo cual concluye el lema. H

Donde k = [
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Ahora, tenemos los siguientes dos casos. Si por un lado, no existe k que
satisface las condiciones del Lema 5.1.1, entonces el teorema se cumple triv-
ialmente. Por lo tanto, de ahora en adelante asumiremos que existe un entero
k con 2 < k < n tal que se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Existenenteros by, ..., b, no nulos con valores absolutos a lo mas (2H )" *+1
tales que

0 < |b;log(ey) + ... + b, log(a,)| < H" *e=°H

. ! !/ .
2. No existen enteros b,, ..., b, con valores absolutos a lo més H tales que

b'1 log(er;) + ... + b, log(et,) =0 (5.9)

1
Notemos que H" *e=%H < ¢72°" para k > 2. Se asumird que

H > (47 73671d2 log(A))@n+D? (5.10)

Y se mostrard que esta ultima suposicion generard una contradiccion. La con-
tradiccion serd suficiente para demostrar el teorema, pues si (2) no se satisface,
1
_ k- ~lom
entonces para k > 2 tendremos que (2H)" %! < H" y H" ke=0H < ¢73°",
Lemas. Supondremos, sin pérdida de generalidad, que b, # 0y escribire-
mos

Bi=—7 1=<j=<n
Entonces S, ..., 8,_; satisfacen
0 < |Bylog(ery) + .. + By log(ar, 1) — log(a,)| < e (5.11)

Utilizando |e? — 1| < |z|e?”! y z = B, log(a;) + ... + B,_1 log(at,,_;) — log(a,,),
obtenemos:
&P P — | < |, |etH (5.12)

Definimos

2n—-1

k=[Hw] h=[kwn] L=/[km]

Donde [x] denota la parte entera de x. Por virtud de (5.10) (ser suficientemente
grande), se cumple que

2

2 3.2
k>H»1 —1> ZHzrm (5.13)
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L 3L
h>kmz—1> Zk4n+z (5.14)

De donde L
h > 4" "25"1d* log(A) (5.15)

Lema 5.1.2. Existen enteros p(4,,...,4,), no todos cero, con valores absolutos
alo més e"* tales que la funcién

(D(Zl, .o ’Zn—l) = Z Z p(/ll, .o , yl L azn_—llzn—l

4=0

Donde y, = 4, + 1,68, (1 < r < n) satisface

1
ol <e 2% (5.16)

,,,,, my_q (L.,

Para todos los enteros [ con 1 < | < Dh y todos los enteros no negativos
my, ..., m,_; que satisfacen m; + ... + m,_; < k. Donde D = [K : Q]" =

Demostracion. Primero determinaremos los enteros p(4,, ..., 4,) tales que:

L L

1 Anl my
> 2 Py s A -y ey = 0 (5.17)
L=0  2,=0

Para todos los enteros [ con 1 < | < Dh y todos los enteros no negativos
my, ..., m,_; que satisfacen m; + ... + m,_; < k. Primero, ;cuidntos conjun-
tos (my, ..., m,_,) hay? Nuevamente, podemos tomar la cota maxima k"~!. Por
lo tanto, se tienen a lo mas, p := Dh(k"!) ecuaciones con q := (L + 1)" vari-
ables. Veamos que hay mas variables que ecuaciones, lo cual es requisito para
utilizar el Lema 2.4.3.

2n—1)n

(L + 1)n+1 > k P k o > hW2k1 > Dh(kn_l) —p

De hecho, g > 2pd(d + 1), yaque h > 2Dd(d + 1). Esto directamente implica

que:
pd(d +1)

—q —pdd+ 1) (5.18)

. . . . . A,
Ahora, visto como un sistema de ecuaciones, los tinicos coeficientes a logi-
m :
camente son menores a AX”?" con L < kh™ylos Y; 7 'son menores a (L(A+1))X.
. . -2 P
En cualquier caso, son menores a la cota superior (kh=*(A+1))**". Utilizando
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el Lema 2.4.3 y la ecuacion (5.18), existe una solucién no trivial (que de hecho
son los enteros p(4,, ..., 4,)) con valor menor a
_pd(d+1)

1+ (gkh™(A + )" )apian < gkh™*(A + 1) < ehk

Por lo cual, es suficiente demostrar que (5.17) implica (5.16). Ahora, clara-
mente (5.17) se obtiene de ®,,, ,, (I,...,1) exceptuando por el factor faltante

.....

P = (log(ay))™ --- (log(et, 1)) (5.19)
Y el hecho de que en (5.17) tenemos «, y en (5.16) se tiene ocﬁ1 . ocﬁ" '. Por
lo tanto, restando ambas ecuaciones, recordando que una de las ecua010nes

equivale a cero, obtenemos

7! l n n—
1Py (e s D=P-0] < (L41) [Pyttt eyt (e - eyl
Ahora, se puede probar por inducciéon que paran > 0y x > y > 0 se cumple:

nxn—l(x _ y) Z xn _ yn
Por lo tanto, utilizando (5.12) obtenemos que:

n— Anl n—
@ ooyl — ) < 2 + DM@ ) — ay
< l(la,| + 1>inl|an|e-5H+l
S (4A)2Lle—5H

Y a partir de (5.3) obtenemos que:

Pait - 'y ey | < (AdAY D QL")

n-17"1

Claramente Ll < k y a partir de (5.15) se obtiene (4dA)*** < e"*. Por lo cual

concluimos que
1@, (L, D] < @M

1 1
Lo cual es suficiente para demostrar el resultado, pues h < ki < Hz y uti-

11
lizando (5.10) 5hk < 5H: < §5H . Lo cual concluye la demostracion. [

Lema 5.1.3. Para cualesquiera enteros no negativos my, ..., m,_; que satis-
facen m; + ... + m,_; < k y cualquier numero complejo z se cumple

1Py, (25, 2)| < 2PK(dA) (5.20)

(2n?+1)

Ademads, para cualquier enterolcon1 <[ < k x+1 se cumple (5.16) o bien

1@y, (Lo DI > (25(dAY™) ™ (5.21)
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Demostracion. Tenemos

Donde P est4 dada por (5.19) y
q(A,z) = o' - ey
Ahora, utilizando (5.3) y (5.11) obtenemos

|afrz| < ehrllogarllzl < (dA)4L|z| 1<r<n)

(aflz . aﬁn—1z)/ln

n—1

< enllloglanl+Dlzl < (d 4)5LI2]

Y asi finalmente obtenemos

>m1 +...+my_

IPg(A, z)| < (dA)@n+DLEl (4e§h log(dA)

1
. Zhk . s
Notemos que hayalomask”™ < e+ términos en lasuma, los términos p(4,, ..., 4,,)
1

tienen valores absolutos a lo mas e"* y por (5.15) se tiene 4log(dA) < e,
combinando estas ideas, se obtiene (5.20).

Ahora, para probar la segunda parte del lema (5.21) comenzamos definiendo
a, ..., a, como los coeficientes lideres de los polinomios irreducibles minimos
de «y, ..., @, respectivamente.

L L
Q = P’ Z Z p(/ll"--a/ln)q’(/t Z)
11:0 ln:()

Donde
P/ _ (a a )lem1+...+mn_1 I(A l) _ a/lll . C{Anl my . m,_q
— U Uy n » AL =a n V1 Vi1

Claramente Q es un entero algebraico de grado a lo mas D = d" (recordando
que [K : Q] = d). Ademads, se tiene que,

19
|bm1+...+mn,1 my my,_1

—hk
n Vi v Vaa |<€20

Y asi, para cada conjugado de Q (que de hecho se obtiene sustituyendo por los
conjugados de «, ) tiene un valor absoluto a 1o més

(L + 1)n(dA)2nLle(%+1)hk < (dA)2nH g2hk
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Asi, si Q # 0, sabemos que [N(Q)| > 1y por lo tanto,

—D+1

|Q| > (ezhk(dA)ZnLl)

Nuevamente utilizando (5.12) (y de manera analoga al procedimiento del lema
anterior) se obtiene

lg(A, 1) — ¢'(A, )] < (4dA)n+DLighk—ch

Notemos que ademas,

2n(n+1) 1

__r 1
Ll<kzn <H @7, hk<H:> (5.22)

Por lo cual podemos obtener lo siguiente,

.....

Pero, como se tiene que

|P'| < AMHHTE < Arllght
Y utilizando (5.3), (5.15)

IP| > (2dA)~(@+9k 5 o-hk
Se concluye que Q = 0 o bien

|PP/—1Q| > (ezhk(dA)ZnLl)_D

1
Pero es claro que 22 y (d A)?"PL no pueden exceder es°”, por lo cual, el lado

1
derecho de esta desigualdad es al menos 2¢72°". Y utilizando (5.3) obtenemos

IP| < (4log(dA)) < e+

Lo cual implica directamente la segunda parte del lema (5.21) y las alternativas
corresponden a los casos Q = 0y Q # 0. [ |

Lema 5.1.4. SeaJ cualquier entero que satisface 0 < J < %n(4n— 1). Entonces
(27+1)

la ecuacion (5.16) se cumple para todos los enteros [ con 1 < I < k@+2 y cada

conjunto de enteros no negativos my, ..., m,_, con my + ... + m,_; < >
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Demostraciéon. Supongamos que K es un entero que satisface 0 < K <
én(4n —1)—1, yasumimos que el lema es cierto para los enterosJ = 0, 1, ..., K

(por supuesto, dandose cuenta que el caso base J = 0 es de hecho la conclusion
del Lema 2). Por lo tanto, procederemos a demostrar la validez del lema para
J =K+ 1. DefinimosR, =Dhy S, =ky
@ k
R] = [k(4n+2)]’ SJ = [?] (J = 1, 2, ...)

Por lo tanto, es suficiente probar que para cada enterol con R, <l < Ry, ¥
cualquier conjunto de enteros no negativos m,, ...,m,_; con m; + ... + m,_; <
Si+1 Se tiene

)] < e 5" (5.23)

Por hipotesis de induccion, vemos que para cada enteror con1 < r < Ry y
cada entero m satisface 0 < m < Sg,; tenemos que

|F™(r)| < nke 2% (5.24)

Donde
f@) =, m, (2 ..,2)

Nuevamente, por la féormula de Leibnitz, tenemos que:

m
fm@r) = Z (Jl s ] —1) Pty ety s ()

o J1een-1
Jitetjp_i=m

1
Con el valor absoluto de las derivadas a lo mas e~ 2" porque

ml + coe mn_l + jl + .o + jn—l S Z_K

Por lo tanto, la funcién f(z) tiene cerosen z = 1,2, ..., R, de orden > S, ;. De
manera andloga a la demostracion del Teorema de Gelfond-Schneider sea:

F(z)=[(z—=1)(z —2) (z — R)]%~

f(2) . , .
Entonces Fiz) es una funcién entera. Asi, definimos R = Ry ,h, entonces
z

R > 2R,. Sea Dy el disco cerrado |z| < R. Por el Teorema 2.6.3 obtenemos:

f(@)
oe

< max ;g | f(2)|
~ miny, g |F(2)]

para z € Dy
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Asi, para cada z € D, obtenemos:

|F(Z)|(max|z|=R lf (2

lf(2)] < i [FG)] (5.25)
Como | > Ry, F(I) # 0. Ademas,
IFO)] = (I1=1] - |l = RS+ < R (5.26)
Ahora, se deduce de (5.24) y de las desigualdades
RSy +1) < kHord < k5" < g (5.27)

(4n2—n+1)

Ademads, como Ry, < k @+  vemos que [ satisface las condiciones del lema
anterior, y por lo tanto, se cumple la ecuacion (5.23) como se queria, o bien,
por 5.21,

IFD] > (e (dAaym) ™ > 273 (5.28)

Veremos que esta ultima ecuacion implica una contradiccion, completando el
lema. Utilizando R, ,; < H llegamos a que

IF(D)| < HRGSgn+) < e%éH
Y para la ultima desigualdad solo se requiere que
Hem? > 8671 log(H)

Pero es una consecuencia directa de (5.15), las definiciones de h,k y la de-
sigualdad H < e", por lo cual se tiene h > 857y

He2 > h > log(H)

Utilizando |l — j| £ | £ Ry;;- DadoqueR > 2R, = 2R —-2R, >R =
. . _ R
IR — Ry| > > entonces para 1 < j < R, se obtiene |z — j| > 5 Por lo tanto,

RS
. R kPk+1 R h
min |F(z)| > (—) > ( s )
|z|=R 2 2

RKSk+1

Y a partir de la ecuacién (5.26) se obtiene:

1 Ri(Sg41+1)
min [F@)|[FO > (—h)
|z|=R 2
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Ahora bien, utilizando la ecuacion (5.20) del lema anterior tenemos que:

Il,nlax |f(Z)| < eth(dA)S"LRth
z|=R

Y combinando con la ecuacién (5.28) obtenemos:

max | f(2)||f ()] < ((dA)ymat)™

Por lo cual, podemos utilizar (5.25) para afirmar que:
max @D > g}g{} IF@)IIFOI™

Es decir,
Ry (Sg41+1)
(ezhk(dA)SnLRk+1h)D+1 > (%h) e

Aplicando logaritmos en ambos lados cuando K = 0
1 1
(D + 1)(2hk + 5nklog(dA)) > Ethlog <§h>

Sin embargo, el numero de la izquierda es a lo més 4Dhk, mientras que por
otro lado,

log (%h) > log(2°d*) > 9

Lo cual es incompatible con el numero de la derecha. Ahora, cuando K > 0,
obtenemos

(D + 1)(2hk + 5nk @ log(dA)) > 2~®*+DkR, log (%h) (5.29)

2K+1 1
Pero Ry > gkm y tenemos k#+2 > h, log(%h) > 9yK < 2(n*—1). Porlo
tanto, el nimero de la derecha es al menos

K

K
27 KRt an > 4Dk 2 log(A)

1
Por otro lado, como D > 16 y k=1 > h?, tenemos que

(D + 1)2hk < 4Dhk < %Dzk”%
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Y como claramente D > d"!log(d) > 2nlog(d) (pues D = d")y D > 4" > 8n,
vemos que

5n(D + 1) log(dA) <5- i—ZnD(log(d) +log(A))
2l 1
< 6D*( 3 + 3 log(A))
< %Dz log(A)

Claramente con todas estas desigualdades, la ecuacion (5.29) es inconsistente.
Por lo cual, la ecuacién (5.28) implica una contradiccién, como se queria, com-
pletando el lema. [ |

Lema 5.1.5. Para cada entero j con 0 < j < k" tenemos que

n(4n+3)

log |¢,;(0)| < —27 Dy (5.30)

donde
#(z) = &(z,...,2)

Demostracion. Primero definimos

4n?-n—2

X = [k o2 ], Y = [2‘%"(4"‘1)]{]

2J+1

Entonces [kmz] >Xy [2%] > Y donde J denota el entero més grande menor a

1 . . .,
zn(4n — 1) y asi, por el lema anterior, se satisface la ecuacion (5.16) para cada

entero [, con 1 < | < X y cada conjunto de enteros no negativos m,, ..., m,_;
que satisfacen m, + ... + m,_; < Y. Entonces,

™) < nke 2% (5.31)

Para cada entero r con 1 < r < X y cada entero m que satisface 0 < m <Y.
Definamos R = Xh, entonces R > 2X ya que h > 28", Ahora, sea C el circulo
|z| = Ry Dy el disco cerrado |z| < R, nuevamente construimos la funcion

$(2)
(=D (2= X)I

F(z) =

La cual ya hemos visto varias veces que es una funcion entera. Por el Lema
2.6.3 se tiene que para toda z € Dy obtenemos:

max, ;=g |$(2)]

F(z)| <
O S iz — 11~ 1z - XD
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Por lo tanto,

(Iz = 1] |z — X|)"* max; g |$(2)|

miny,_g(|z —1f -~ [z = X])**+!

¢(z) <

Es claro que

X(Y+1)
. 1
|z—1] -+ |z=X|)¥* < (X+1)XT+D, |rr|11n(|z—1| e lz=X )Y > <§Xh)
z|=R

Y por la ecuacion (5.20) del Lema 5.1.3 tenemos que:

ll’nlaif |¢(Z)| < ezhk(dA)SnLXh

Por lo cual, obtenemos

>—X(Y+1)

|¢(Z)| < 2ezhk(dA)5nLXh <—h + (ZX)ZXYe—iaH

4

—16H —26H
Donde (2X)*Ye™3°" esmenorae s° yaque

(n+1)
2XY log(2X) < 2H' w7 log(H) < %csH
Y a partir de las desigualdades

1
L<kh™ X>k, Y+1>2 "4 Dpsne2

1
Determinamos que 2e2'* y (dA)*"Xh no pueden exceder e2***". Por todo lo
anterior,

1
6H < h 5X(Y+1)

—X(Y+1) )
) +e s

4] < (1ch

Finalmente, para cualquier entero 0 < j < k" dentro del circulo C’ : |z| = X,
por el Teorema 2.6.4 y lo anterior,

|$(2)|

g0 < 2

—dz
T 27 Jo, |z
1

< (4))n 0D
< (4k)m<" h—iX(YH)

< e2nk" log(k)h— %X(Y‘H)
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Notemos que utilizando (5.14) es claro que
2nk™log(k) < 8n(2n + 1)k" log(h)

Pero tenemos que

n(4n+3)

X(Y +1) > 27" 0" Gy

Y como k#+2 > h, concluimos que X(Y + 1) > 8hk". Ademds, h > (2n +
1)*log(h) y por lo tanto,

1
e2nk" log(k) < eZX(Y+1)

Y asi,
1
|$V(0)] < A7
Por lo cual, la ecuacion (5.30) se cumple (cuando log(h) > 9, lo cual es trivial-
mente cierto). Lo cual concluye la demostracion. [ |

Lema 5.1.6. Sean ¢, ..., t, enteros con valores absolutos a lo més T y sea
W =t log(a;) + ... + t, log(x,)
Entonces W = 0 o bien |W| > (dA)~#"PT

Demostracion. Porel Lema 2.3.2,
w=rE" —-1)=raar—1)€A

Por ser el producto de numeros algebraicos, donde r es exactamente el coefi-
ciente lider del polinomio minimo de oci1 .-~ —1 (por el Lema 2.3.2). Ahora,
por la demostracion del mismo lema, r > 1. Por lo tanto, si w = 0, entonces
e = 1, por lo tanto, Q es un multiplo de 27i, en este caso, el lema es vélido
trivialmente (W = 0 o bien mayor a 1). De lo contrario, N(w) > 1, entonces

N(w) = H O'(co) >1 = |w|> (dA)—4nT(D—1)
oeG(K,F)

Ademas, para cualquier z, |e? — 1| < zel?!, por lo tanto,
(dA)# TP < | < [rW eV < |r||W]e

Cuando |W| < 1 (pues el lema es trivialmente valido para |[W| > 1). Notemos
que de hecho, podemos tomar r = a'lt1| a,'f"' (el producto de los coeficientes
lideres de cada «;, pues estos garantizan que cada ocf” sea un entero algebraico).

Por lo cual, |r| < A™. Por lo tanto,
(dA)—4nT(D—1)

W=
|rle

Z (dA)—4nDT
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Ahora, procederemos a demostrar que las desigualdades (5.30) no pueden
ser todas validas, lo cual es suficiente para demostrar el Teorema. Definimos
R = (L + 1)* — 1, por lo cual, cualquier entero con 0 < r < R puede ser
expresado de forma unica como

r=4+4LL+1)+..+2,L+1)"!

Donde 4, ..., 4, denota los enteros que satisfacen 0 < 1; < L (1 < j < n). Para
cada r definimos,

pr = py, s ) @ = Ay log(ay) + ... + 4, log(a,)

Y definimos,
R
Y, => pp (O<j<R)
r=0
Primero demostraremos que ¥ difiere de $’(0) por una cantidad a lo mas
L6H

e 2 . Notemos que,

L L
$D0) =D+ D p(Ay, s A,) (71 log(ety) + .. + 7,y log(et, )Y
A An

A partir de (5.3), obtenemos que |¢,| < 4nLlog(dA)y por (5.11), se sigue que
para cualquier j <R,

|71 log(@) + v + ¥ log(en 1)) — @] < (16nL log(dA))" e
Como L < kh™ y por definicién de h, es facil ver que,
(16nL log(dA))" e=°H < kRe=oH

De esta manera,
lp(0) — ¥}| < (R + 1)kRehk—oH

A partir de las desigualdades

1 1
(R + DkR < k)R < e®"loe) | > k"2, k2 > h2t!

Obtenemos,

i —15H
PD(0) — | <™
Ahora, utilizando el Lema 5.1.5 (el cual es valido pues j < k"), otenemos que,

n(4n+3)

1
log |¥;| < —272" 4"V Tz
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Baker argumenta que cada entero p, (0 < r < R) satisface una ecuacion de la
forma

R
prAr(qor) = Z G(r,j)q/j

j=0
Donde A,(x) y 00, --- » O ) €Stan definidos por las identidades,

R
A (x) = Z(x — @) =040 + Tr1X + oo + Oy X°

=0

.ss;ér
Claramente ¢, — ¢, con r # s, es una combinacion lineal de los logaritmos
log(«t,), ... log(ex,,) con coeficientes enteros, con cada coeficiente con un valor
absoluto alo mas L < k'™ < H y no todos los coeficientes cero. Entonces, por
nuestra suposicion inicial, los tinicos enteros b;, ..., b, con valores absolutos a
lo mas H tales que se satisface (5.9) estan dados por b} = ... = b, = 0, por lo
cual, ¢, — ¢, # 0y asi, por el Lema (5.1.6),

|g0r - qosl > (dA)_4nDL

Notemos que hay R < (2L)" factores en el producto definido por A, y usando

2n—1

la desigualdad L < k+1 se sigue que,

(n+1)(2n-1)

log |A,(¢,)| > =2*"*2Dk e+ log(dA) (5.32)

Procederemos a calcular una cota superior para log(A,(¢,)) para cualquier r
tal que p, # 0 (y de hecho hay al meno una r con esta propiedad, por con-
struccion). Tenemos que,

R
ool < JJQ+ 1) (0<j<R) <R

s=0
S#F

Ya que |¢;| < k. Entonces,

n(4n+3)

log(|p,A(@,)]) < log(R + 1) + Rlog(2k) — 27" D1

1

Como R < k™ y k#+2 > h, entonces

n(4n+3)

log(R + 1) + Rlog(2k) < %| _ gmgnn-D-1 S

Por lo cual,

n(4n+3)

log(14, (p,)]) < —27 2" D2 s
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Combinando esta desigualdad con la obtenida en (5.32), esto implica que,

(n+2)

3
ke < 223D log(dA)

1
Y como k#++ > h, esto es inconsistente con la ecuacion (5.15). Y esta de-
mostracion finalmente concluye el teorema. [ |

Para ver una de las aplicaciones de este teorema en las ecuaciones diofanti-
nas, contextualizaremos el problema de los 1-ciclos en la conjetura de Collatz.
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Capitulo 6

Conjetura de Collatz

Construyamos una sucesion de numeros que puede comenzar con cualquier
numero. Si nuestro nimero es par, el siguiente serd el anterior dividido entre
dos. Si nuestro numero es impar, el siguiente serd el anterior multiplicado por
3 y sumado con 1. Por ejemplo,

5(impar) — 16 (par) — 8 (par) — 4 par — 2par — 1

La conjetura de Collatz afirma que esta sucesion de numeros siempre alcan-
zaré el valor 1. Curiosamente, si repetimos este proceso una vez mas 1 —
4 — 2 — 1 se obtiene un pequefio ciclo. Nuestra tarea es el estudio de
los ciclos. Problemas como estos pueden generarnos una falsa ilusion, pues
aparentan ser sencillos y uno puede sorprenderse al darse cuenta que conecta
con 4reas tan grandes como sistemas dindmicos, teoria de numeros trascen-
dentales, teoria de la medida, sistemas computacionales, ecauciones diofanti-
nas, entre muchas otras.

Dada la altura de estas areas, no es dificil convencerse que proporcionar
cualquier avance significativo para demostrar la conjetura requiere de una
maquinaria pesada, dificil de comprender e inaccesible para la mayoria de los
matematicos. Es por ello, que se intentara presentar el material con la mayor
naturalidad posible para que los problemas surjan a partir de pequefias ob-
servaciones. Esta, es una invitacion para cualquier matematico que busque
entender las raices que originan los misterios de la conjetura.

Conjetura de Collatz: Sea f : N — N definida como:

n
— si n=0 mod 2
fmy={_ 2 ,
3n+1 si n=1 mod?2

111
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Consideremos la sucesiéon definida como:

0= n para i=0
P7\ f(a;.) para i>1

Entonces la sucesion eventualmente toma el valor de 1 para todo n € N. Es
decir, a; = f/(n) = 1 para algin j € N.

En términos simples, estamos definiendo una funcién que hace lo siguiente:
« Sin es par, lo dividimos entre 2.
« Sin esimpar, lo multiplicamos por 3 y le sumamos 1.

« Con el nuevo valor, repetimos el proceso.

6.1 Dificultades de su estudio

Dadala simplicidad de esta conjetura, no hay muchas posibilidades para cualquier
sucesion. Sia; = 1, para alguna j, entonces a;,; = 4, a;y, = 2,a;,3 = 1. Es
decir, eventualmente se obtiene lo que se considera un ciclo que se repite in-
finitamente. Si a; # 1V k, entonces la sucesion crece indefinidamente o bien,

se obtiene algun otro ciclo. Por lo tanto, es suficiente ver que se cumplen dos
condiciones para demostrar la veracidad de la conjetura:

+ Lasucesion g; no crece indefinidamente.
« No existen ciclos ademas del trivial 1 - 4 — 2 — 1.

Muchos matemaéticos han intentado abordar de manera directa o indirecta
cualquiera de estas dos condiciones, sin éxito. A diferencia de otras suce-
siones, no se conoce alguna "férmula” para obtener el valor de la sucesién en
la k-ésima iteracion. Esto es particularmente problematico, porque la suce-
si6n puede alcanzar valores muy altos y bajos, sin ningin orden aparente. No
obstante, existen acercamientos a dichosa formula como veremos.

Ademas, otra de las dificultades es que no tenemos los conocimientos para
predecir la descomposicion en nameros primos al sumar 1.
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6.2 Enfoques que han proporcionado mayor vision
del problema

Las areas mas fructiferas han sido aquellas que trabajan en sistemas dindmi-
cos. Las ecuaciones parciales tienen un comportamiento similar a la funcion
de interés. El resultado mas importante hasta el momento fue proporcionado
por Terence Tao, al demostrar que la conjetura es casi verdadera para casi todos
los numeros. Por supuesto, visto desde la perspectiva de teoria de la medida,
esto significa que el conjunto de niumeros que no cumplen con la conjetura de
Collatz tiene medida 0.

6.3 Comportamiento de la funcion

Para entender acerca de los ciclos, uno primero tiene que estar interesado en
comprender el comportamiento de la funciéon. Principalmente, nos interesa
conocer por qué la funcion crece o decrece. Claramente, si n es par, la funciéon
decrecera hasta que deje de serlo. Por lo cual es més interesante conocer hasta
qué punto la funcién crecerd si n es impar. Para ello, analicemos un ejemplo
especifico:

n | f) | f*(n)
31 | 94 | 47
47 [142 | 71
71 | 214 | 107
107 | 322 | 161
161 | 484 | 242

Podemos notar un comportamiento interesante, primeramente, f(n) siempre
es pary f?(n) es siempre impar (con una excepcion). Veamos qué informacion
se puede demostrar a partir de estas observaciones.

Proposicion: Sin es impar, entonces f(n) debe ser par.

Demostracion Si n es impar, entonces f(n) = 3n + 1. Como n es impar,
n =2k +1 paraalguna k € N, por lo tanto, f(n) =3Q2k+1)+1 =6k+3+1 =
6k + 4 = 2(3k + 2). Por lo tanto, f(n) es par y ademas, f?(n) = 3k + 2.

Observacion. Notemos que la diferencia entre 47y 31 esde 16. La diferencia
entre 71 y 47 es de 24. La diferencia entre 107 y 71 es de 36. Y la diferencia
entre 161 y 107 es de 54. Para estos valores, la siguiente diferencia serd 1.5
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veces mayor, es decir, 36 = 24(1.5), etc. Sin embargo, la diferencia entre 242y
161 es de 81. Y 81(1.5) no es un entero. Asi que algo fall6 al obtener 242. La
clave para entender los ciclos estd en comprender por qué este valor rompio
con el comportamiento anterior.

Supongamos que el patrén continuara indefinidamente. Es decir, dado n
impar f2(n) sea impar. Entonces por definicion:

Iteracién k-ésima | Valor obtenido
3n+1
1
2
In+5
2
4
27n+19
3
8
81n+65
4
16
243n+211
5
32

Como sospechidbamos, estas iteraciones tienen un patrén bien definido:

Proposicion: Seag(n)lan-ésimaiteracion del patrén anterior, es decir, g(n+
1) = f?(g(n))tal que g(k) es impar para todo k € N. Entonces, el k-ésimo valor
obtenido de g(k) esta dado por:

k k _ ~k
g(k)=3n+(3 25)

2k

Demostracion: Veamos por induccion, sea n = 1, entonces:

3'(n)+3' -2 3n+1
g(1) = o ==

Supongamos que el resultado es valido para n = k y veamos que es cierto para
n = k + 1. Por hipétesis de induccién:

34(n) + (3" = 29
g(k) = S
Como g(k) sigue el patrén, por definiciéon g(k + 1) = f%(g(k)) donde g(k) es
impar, por lo tanto,
3 <3k(n) + (3F — 2’<)) +1 3k+1(n) 4 3+ — 3(2k) 4 2K

_ 2k _ 2k

gk+1)= > = >
3k+1(n) + (3k+1 —2. 2k) 3k+1(n) + (3k+1 _ 2k+1)

gk +1) = 2. ok - Skt

Lo cual completa la induccién.
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Corolario:

3k(n) 4+ (3K = 25) _ *(n+1) -2k _ 3k(n+1) .

g(k) = > S >

Por supuesto, este andlisis finalmente nos permite saber qué es lo que falld
con 242. Especificamente, ;hasta qué punto podemos garantizar que g(k) es
impar?

Proposicion: Afirmamos que sin + 1 = 2% - m con m impar, entonces las
siguientes iteraciones g(1), g(2), ..., g(k — 1) seran impares y g(k) sera par.

Demostracion: Como n + 1 = 25 - m, entonces g(j) para j < k satisface

L A
> 1=30-m)—1

g(j)

Como k > j, entonces g(j) es impar. Por otro lado,

g(k) =
Como el producto de impares es impar, entonces 3 - m — 1 debe ser par.

Conclusion: Enresumen, hemos obtenido dosinformaciones valiosas. Dado
n (par o impar), podemos determinar hasta qué punto crecerd o decrecera
hasta cambiar su comportamiento de la siguiente manera:

Si n es par Tomar4 el valor:
n=2m f*(n) =m
Si n es impar Tomar4 el valor:
n=2-m-1|f*m)=gk)=3*-m-1

6.4 Resultados relevantes para los ciclos

A partir de lo anterior, es claro que podemos dar ciertos saltos en la funcion.
Esto nos permite definir lo que se conoce como k-ciclos.
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Definicion: Sea n un nuimero impar de la forma n = 2k . m — 1, decimos
que se forma un 1-ciclo si existen enteros (k, m, p) tales que n = —

Q)
p

es decir, sin =

. Analogamente, decimos se forma un 2-ciclo si existen

3k .m—-1 3k m, —1
enteros (k, m, p) y (k,, m,, p,) talesque n — ;r; - 2p22 yn=

3kem, — 1

T . Asi sucesivamente se definen los k-ciclos.
2

Proposicion: Supongamos que no existen k-ciclos, entonces no existen cic-
los en la conjetura de Collatz.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad, sea n impar, entonces n — 3* -

3F.m—1 . . 3k.m—1
m—1-— — como no existen 1-ciclos, entonces n # — ahora,
F.m—1 , . , 3¥.-m—1
o es un namero impar, por lo tanto, tomaré el valorn - —— —

2D
3k .m, —1 | . 3k .m,—1
—p,— Y claramente n # T

argumento inductivo, no existen ciclos en la conjetura de Collatz.

porque no existen 2-ciclos. Por un

Proposicion: Supongamos que existe un k-ciclo, entonces existe un ciclo en
la conjetura de Collatz.

Demostracion: Por hipdétesis, supongamos que existe un k-ciclo, entonces
. 3k om, —1 3k .m, —1
n=2-m-1talquen » .. > —— talquen = ———, por

2pr 2P
definicién, n forma un ciclo.

Corolario:  Existe un k-ciclo si y solo si existe un ciclo en la conjetura de
Collatz. (Consecuencia de las dos proposiciones anteriores)

Conclusion: Los k-ciclos son la herramienta mas cercana que tenemos para
encontrar ciclos en la conjetura de Collatz, principalmente porque podemos
utilizar una férmula explicita para intentar encontrar los k-ciclos, mientras
que no existe una férmula explicita para los ciclos. Es por ello que todos los
esfuerzos se han centrado en demostrar que no existen los k-ciclos refinando
los argumentos de Steiner.



Capitulo 7

Teorema de Steiner

Es impresionante la cantidad de material necesario para intentar comprender
en su totalidad la demostracién de Steiner. Este capitulo, representa la con-
clusion y combinacion de todos los resultados relevantes de los capitulos an-
teriores. En ¢él, se puede apreciar la importancia de las formas lineares de los
logaritmos, y la manera en que se utiliza para resolver problemas diofantinos.

Sibien es cierto que se puede leer la demostracidn de Steiner sin comprender
la demostracién de los teoremas que utiliza, seguir los pasos historicos que
motivaron cada demostracion tiene mucho valor para extender los resultados.

Para desarrollar esta demostracion, utilizo la notacion con la que desarrollé
estas ideas de manera independiente, mejoro algunos detalles que Steiner no
termina de aclarar y presento de manera convincente una cota inferior para
las soluciones de la ecuacién diofantina de los 1-ciclos utilizando Python.

7.1 Ecuacion diofantina de los 1-ciclos

Sean = 2K . m — 1, y supongamos que existe un 1-ciclo. Por lo tanto, existen
enteros (k, m, p) tales que:

3kem-—1 ‘ 3kem-—1
n—z—p = 2 -m—l—z—p

Por lo tanto, podemos resolver para m como sigue:
2P .m—2p =3k m—1 = 2MP.m—-3k. m=2r—1
Finalmente, obtenemos que:

2P —1
m_2k+p_3k

117
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Recordemos que m es un entero. Por lo tanto, es suficiente encontrar todas las
parejas (k, p) tales que la ecuacién diofantina tiene solucion, es decir:

2P -1

7.2 Borrador de l1a demostracion

Dividiremos la demostracién en tres partes:

1. Mostraremos que la ecuacion no es valida para k = 1, ..., 100 utilizando
algunas observaciones de la misma ecuacion diofantina y un programa
de Python.

2. Mostraremos que para que la ecuacion sea vélida, necesariamente k <
4?23, Para ello, emplearemos el Teorema 5.1.1 de Baker.

3. Usaremos la teoria de fracciones continuas para demostrar que k es en
realidad, convergente en la fraccion continua de log,(3) y utilizaremos
esto para determinar que k > 4°%.

7.3 Demostracion

Primeramente, afirmamos que la ecuacion diofantina (7.1) tiene a lo mas
una posible solucion para cada valor de k. Para ello, notemos que si

— +
T zeZ
Entonces 2Kt — 3k > 0. Por lo tanto,
k + p > klog,(3) (7.2)

Por otro lado, 2? — 1 =0 mod 2%*P — 3k entonces,

2k+p = 2k mod 2ktp — 3k
3k =2k mod 2ktr — 3k

Concluimos que 3% — 2k = (2k*P — 3K)x para alguna x € Z*, ahora notemos lo
siguiente:

2k4p — 3k < (2k+p — 3K)x = 3k — 2k < 3k (7.3)
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Por lo tanto, 2X*P < 2(3%), asf,
k+p<klog,(3)+1 (7.4)
Combinando las ecuaciones (7.2) y (7.4) concluimos que:
klog,(3) <k + p < klog,(3) +1

Por lo tanto, necesariamente k + p = [k log2(3)], donde [ x| representa la fun-
cion techo. En particular observemos que:

p =[klog,(3)] -k (7.5)

Por lo cual concluimos que para cada valor de k, existe un tnico valor para p
definido por la ecuacién anterior. Es decir, para cada valor de k, hay a lo més
una posible solucién que resuelve la ecuacion (7.1).

Procederemos a mostrar que los primeros valores k = 1,...,100 no resuel-
ven la ecuacion (7.1). Para ello es suficiente utilizar una computadora que lo
verifique. En este caso, se utilizo el siguiente codigo de Python:

import math

k=1
while k <= 100:
p = math.ceil (k*(math.lo0g2(3)))-k
if 2%% (k+p)-3**kk < 2%*xp-1:
print ("Valor de k =", k)
k += 1

En pocas palabras, determina todos los valores de k que satisfacen la ecuacion
2k+P — 3k < 2P — 1, 1a cual es necesaria para que se cumpla (7.1). Concluimos
entonces que k > 100.

Ahora bien, consideremos la misma ecuacién 2P — 3k < 2P — 1 dividiendo
ambos lados por 2¢+P.

3k 2p—1
<
2k+p —  Qk+p
Por lo cual, obtenemos la siguiente serie de desigualdades:

3k 2k+p 41— 2P

0<1-— (7.6)

1> 2k+p > 2k+p
2k 1 — 2P
0> kln(3) — (k + p)In(2) > In (T)
2k 41 — 2P
0<(k+p)In(2)—kIn(3) < —In <2k—+p)
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Utilizando la siguiente desigualdad valida para toda x > 0,

21 cin) = —Iner) < =%

Por lo tanto,

. 2k+p 41— 2pP

0 < (k + p)In(2) — kIn(3) < 2rp
2k+p 41— 2P
T ok
2k+p _pk+p 1 4 2P
T k120
2»_1
T 2k 41— 20

Notemos que como k, p > 1, entonces

2P ok P 41 <2KP 41 2P
2k —1)(2P —1) < 2K+P 1 — 2P
2P —1 1
<
2k+p 41 —2p T 2k—1

Concluimos que

0 < (k+ p)In(2) — kIn(3) <

2k —1

Ahora bien, notemos que por (7.5) es obvio que

p<1l6k—k=06k = k+p <16k

Por lo tanto, e®%* > e%4*+P)  Afirmamos que 2¥ > ¢%%*, De lo contrario,

kIn(2) < 0.69k = In(2) < 0.69

(7.7)

Lo cual es una contradiccién. Entonces 28 — 1 > ¢%%% — 1, Ahora afirmamos

que 0% _ 1 > @064k ya que f(x) = 069 _ 50.64x

creciente y de hecho mayor a 1 para x > 3.

Combinando estas ideas concluimos que

2k —-1> e0.64k > eO.4(k+p)

es una funcion estrictamente
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Por lo tanto, uniendo esta idea con la ecuacion (7.7) se obtiene:

< e—0.4(k+ D)

0<(k+p)In(2)—kIn(3) <
(k+ p)In(2) = kIn(3) < 57—
Ahora, aplicamos el Teorema 5.1.1con H = k+p,n =2,d =4, A =4y
6 = 0.4. Entonces

25

k+p< (44 : ? 4t 1n(4)> < (@)»

En particular, esto implica que k < 4*2°, por lo cual, hemos calculado una cota
superior para las soluciones de esta ecuacion diofantina. Como comentario,
esta cota es excesivamente grande, y fuera del alcance de cualquier ordenador.
Por lo cual, no podemos verificar cada valor de k, lo que si podemos hacer, es
una serie de observaciones pertinentes en el area de fracciones continuas.

Consideremos la ecuacion (7.7) y dividamos todo por k In(2), entonces,

14 P In(3) < 1
k' In(2) = kIn(2)(2k —-1)
P In(3) < 1

k  In(2) kIn(2)(2k—-1)
Claramente In(2)(2* — 1) > 2k para k > 4. Por lo tanto,
P 1 1
— —log,(3) < < —
k80 <o e

Notemos que por la ecuacion (7.5), sabemos que:

!
P w—l > log,(3)

Por lo cual, claramente,

p 1
0< E —1Og2(3) < ﬁ

Y asi, finalmente,
1

2k?

Por el Teorema 2.1.7, % debe ser un convergente en la fraccién continua de

‘log2(3) — %‘ <

log2(3). Lo cual, ademas de sorprendente, es més facil de calcular. Para ello,
notemos que no es necesario calcular tanto, pues, utilizando el Corolario 2.1.2,
p 1

b g -2
(@1 + 2 ‘ng( ) k‘ S k@@ -1
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En particular, k > 100, implica necesariamente que g, > 100 (pues de hecho
k = q;, para alguna j y los g; son estrictamente crecientes). Por lo tanto,

1 1
<
(@psy +2)1002 100 In(2)(210 — 1)
22 <In(2)(21® -1)-2<a,,,

Entonces necesariamente a,,,; tiene que exceder 2°?, veamos que esto no sucede,
para ello, necesitamos determinar la fraccion continua de log,(3) hasta que su

convergente — cumpla con la condicion g,, > 4°%°. Sin mas, utilizaremos Wol-

framAlpha paFa determinar los cocientes parciales a; y utilizaremos Python,
motivado por el Teorema 2.1.4 para calcular los g;, informacion que se en-
cuentra disponible en la siguiente padgina. Como todos los cocientes parciales
a; < 2%,y el denominador de los convergentes g, = k > 4°*°, entonces, no
existen soluciones para la ecuacion diofantina. [ |
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ListaDeCocientesParciales

Q 1
k len(ListaDeCocientesParciales)
ListaDeConvergentesDenominador [1,1,2]
a False
i=3
while i<k:

Q ListaDeCocientesParciales[i]*

123

ListaDeConvergentesDenominador

[i-1]1+

ListaDeConvergentesDenominador

[i-2]
ListaDeConvergentesDenominador.append (Q)
if Q>4#%(225):

print (1)
a True

break
i +=1
print (ListaDeConvergentesDenominador)

print (’Q excede el valor 4**(225):’, a)
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