Capitulo 2

Fundamentos esenciales

En este apartado, se tiene como objetivo presentar las definiciones y concep-
tos importantes para presentar de manera comprensible el capitulo de teoria
trascendental de niumeros. Por lo cual, los siguientes temas seran tratados de
manera breve y no pretenden presentar un material exhaustivo de cada area,
unicamemente los resultados indispensables para este trabajo. Para un estudio
mas elaborado de estas areas, se recomienda ampliamente los libros de Teoria
de numeros [4], [16], [11], Algebra [14], Anélisis [1] y Variable compleja [8].

2.1 Teoria de numeros

Principio de Dirichlet: Sean m, n dos numeros naturales distintos de 0. Si
se desean colocar n palomas en m cajas con n > m, alguna caja debe contener
al menos n + 1 palomas.

Principio del buen orden: En cualquier conjunto de numeros naturales
A C N distinto del conjunto vacid, A # (J, existe un minimo, es decir, un
namero n € A tal que n < a para todo a € A.

2.1.1 Divisibilidad

Si bien los conceptos de divisibilidad son comunmente conocidos en el con-
junto de los nimeros enteros, en realidad, las siguientes propiedades son val-
idas en otros conjuntos. Aunque no se demostrard explicitamente, los sigu-
ientes resultados son validos para polinomios con coeficientes en algiin campo.
Como referencia, recomendamos [14, Cap. 3, Sec. 9].
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Teorema 2.1.1 (Algoritmo de la division). Dados a,b € Z tal que b > 0,
existen enteros unicos q y r que satisfacen

a=qgb+r 0Lr<b
Demostracion. Primero, definamos el conjunto
S={a—xblxeZ, a-xb>0}
Veamos que el conjunto es no vacio. Como el entero b > 1, entonces |a|b > |a|

y asi,
u=a—-(—|la)b=a+|alb>a+|a| >0

Es decir, u € S. Por el Principio del buen orden, existe el entero mas pequefio
en S, sea ése entero r. Por definicién de S, existe un entero g que satisface

r=a—qgb 0Lr
Supongamos que r > b, entonces r — b > 0, asi,
a—(@+1)b=(a—-gb)—-b=r—-b>0

Entonces a — (¢ + 1)b € Sy ademéas,a—(q+ 1)b = r—b < r,locual
contradice que r sea el entero mas pequefo contenido en S. Esto implica que
r < b. Entonces, existen enteros q y r que satisfacen

a=qgb+r 0<r<b

Veamos que g y r son unicos. Supongamos que existe otra representacion de
la misma forma, es decir,

a=gb+r=q9'b+r 0<r<b 0<Lr <b
Entonces ' —r = b(q — q') ycomo b > 0
Ir' —r| =1b(qg —q")| = |bll(q — )| = blg—¢'|

Sumando las desigualdades —b < —r < 0y 0 < r’ < b obtenemos que —b <
r' —r < b, de manera equivalente, |r' —r| < b. Asi, blqg — q’| < b. Por lo cual,

0<|g—q'| <1

Entonces |q — q’| es un entero no negativo menor a 1, por lo cual, la tnica
posibilidad es que |g — q’| = 0. Porlo tanto,q = ¢ = r = r/, lo cual
concluye la demostracion. [
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Definicion 2.1.1. Un entero b se dice que es divisible por un entero a # 0,
en simbolos se representa como a|b, si existe un entero ¢ # 0 tal que b = ac.
Escribimos a /b para indicar que b no es divisible por a.

Las siguientes proposiciones son en realidad propiedades de la division, en
particular, la mas utilizada y de mayor interés es la proposicion 2.1.5.

Proposicion 2.1.1. Sea a un entero, entonces a|0, 1|a, a|a.

Demostracion: Claramente0 =a-0,a =1-aya = a -1, por definicién
al0, 1|a y a|a respectivamente. [ |

Proposicion 2.1.2. Sean a, b, c, d enteros. Si a|b y c|d, entonces ac|bd.

Demostracion: Como b = am para alguna my d = cn para alguna n, en-
tonces multiplicando ambas expresiones bd = amcn = (ac)mn, por lo tanto,
ac|bd. [ |

Proposicion 2.1.3. Sean a, b, ¢ enteros. Si a|b y b|c, entonces a|c.

Demostraciéon: Como b = am para alguna m y ¢ = bn para alguna n, en-
tonces ¢ = (am)n = (a)mn, por lo tanto, a|c. [ |

Proposicion 2.1.4. Sean a, b enteros. Si a|b con b # 0, entonces |a| < |b|.

Demostraciéon. Como a|b, entonces existe un entero ¢ # 0 tal que b = ac.

Por la Definicién 2.1.1, a # 0. Claramente |2| = |c| > 1, por lo tanto, |2| >1,
a a
asi|2| :%21ﬁnalmente|b| > |al. [ |
a a
Proposicion 2.1.5. Sean a, b, c enteros. Sia|by a|c entonces a divide a cualquier
combinacion lineal de b y ¢, es decir, a|bx + cy para cualesquiera enteros x, y.

Demostracion. Como b = am para alguna m, entonces bx = amx, en-
tonces a|bx, andlogamente cy = any, por lo tanto, bx + cy = amx + any =
a(mx + ny), como mx + ny es un entero, entonces a|bx + cy. [ |
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Ahora, veremos un concepto que tiene mucha relevancia no solamente para
los nameros enteros, si no también para los polinomios, aunque de nuevo, no
lo demostraremos explicitamente.

Definicion 2.1.2. Definimos el maximo comun divisor entre dos enteros a, b
como el entero d que satisface:

e d|a,d|b
« Siclaycl|b, entonces ¢ < d.
Se denota d = (a, b)

Teorema 2.1.2. Sean enteros a, b, con al menos uno no nulo, entonces ex-
isten enteros r, s tales que el maximo comun divisor se puede escribir como
combinacion lineal de a y b, es decir:

d = (a,b)=ar + bs

Demostracion. Consideremos el conjunto S de todas las posibles combina-
ciones lineales de a y b:

S={au+bv:au+bv>0 u,ve?}

Claramente este conjunto es no vacio, pues si u,v = 1 entoncesa + b € S.
Por el principio del buen orden, S debe contener un elemento minimo d. Por
lo tanto, por definiciéon de S, d = ar + bs. Afirmamos que d = (a, b). Por el
algoritmo de la divisiéon, a = dq + r con 0 < r < d, entonces

r=a—dq=a—(ar+bs)q =a—arq—bsq =a(l —rq)+ b(—sq)

Por lo tanto, si r es un entero positivo entonces r € S con r < d, lo cual con-
tradice la eleccion de d, asi, r = 0. Con ello concluimos que a = dq, es decir,
d|a, andlogamente d|b. Supongamos que existe c|a y c|b. Por la Proposicion
2.1.5c|ax+Dby para cualesquiera enteros x, y, en particular, c|d. Por la Proposi-
cion 2.1.4, ¢ < d. Por definicion, d es el maximo comun divisor entre ay b. Lo
cual concluye la demostracién. [

Definicion 2.1.3. Decimos que a y b son primos relativos si (a, b) = 1.

Teorema 2.1.3. Si ay b son primos relativos, entonces existen enteros r,s tales
que el numero 1 se puede escribir como combinacion lineal de a y b, es decir:

1=ar+bs
La demostracion es una consecuencia directa del Teorema 2.1.2.

Lema 2.1.1 (Lema de Euclides). Si a|bc tal que (a, b) = 1, entonces alc.
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Demostracion. Como (a, b) = 1, entonces existen enteros r, s tales que 1 =
ar + bs. Multiplicando por c, ¢ = arc + bcs, como a|bc, entonces existe algun
entero q tal que bc = agq, por lo tanto, ¢ = arc+ aqs = a(rc + gs), por lo tanto,

ale. [ |

2.1.2 Congruencias
Definicion 2.1.4. Decimos que a =b mod m siy solo si m|a — b.

En palabras, se lee a es congruente con b médulo m siy solo si m divide a
a—>b. Utilizar esta notacion tiene muchos beneficios, en primer lugar, se puede
demostrar que = es una relacion de equivalencia, lo que permite simplificar
muchos resultados en teoria de numeros. Veremos solamente algunas de sus
propiedades.

Proposicion 2.1.6. Sea m > 1y a un entero. Entonces a = a mod m.

Demostracion: Claramente m|a—a, yaque m|0, porlotanto,a = a mod m.

Proposicion 2.1.7. Seam > 1, ay b enteros. Si a = b mod m, entonces
b=a mod m.

Demostracion: Comoa =b mod m, entoncesa —b = m - g, por lo tanto,
b —a=m-(—q), porlo tanto, m|b — a. [ |

Proposicion 2.1.8. Seam > 1, a,b,c enteros. Sia = b modmyb = ¢
mod m, entonces a = ¢ mod m.

Demostracion: Comoa—b = mq, yb—c = mq,, entonces sumando ambas
ecuaciones a — ¢ = mq, + mq, = m(q, + q,), por lo tanto, m|a — c. [

Por supuesto, estas ultimas tres proposiciones son suficientes para concluir
que = es una relacion de equivalencia. Las siguientes proposiciones son resul-
tados dificiles de obtener sin la estructura que proporcionan las congruencias,
es decir, no son evidentes.

Proposicion 2.1.9. Sean a,b,c,d enterosym > 1. Sia =b mod m,c = d
mod m, entoncesa +c=b+d mod myac =bd mod m.
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Demostracion: Comoa—b = mq, yc—d = mq,, entonces sumando ambas
expresiones a + ¢ — (b + d) = m(q; + q,), por lo tanto, m|(a + c) — (b + d).
Por otro lado, ac = (mq, + b)(mq, + d) = bd + mq,mq, + bmg, + dmq,,
entonces ac — bd = m(q,q,m + b + d) con q;q,m + b + d € Z, por lo tanto,
m|ac — bd. [ ]

Proposicion 2.1.10. Sean a, b, c enterosym > 1. Sia = b mod m, entonces
a+c=b+c mod myac=bc mod m.

Demostracion: Como a — b = mgq, entonces a + ¢ — (b + ¢) = mq, es decir,
m|(a +c) — (b + c¢). Ademas,c(a — b) = mqc, por lo tanto, m|ac — bc. [ ]

Proposicion 2.1.11. Sean a, b enteros. Si a = b mod m, entonces a* = b¥
mod para cualquier entero positivo k.

Demostracion: Por la Proposicion 2.1.9 y usando ¢ = a, d = b, entonces
a*> = b> mod my se puede probar por induccién que a¥ = b* mod m para
keZ. |

2.1.3 Fracciones continuas

Definicion 2.1.5. Una fraccidn continua, es una expresion de la forma:

1
a2+‘_

Y se denota como [a,, a;, a,, ...]. A los nimeros a jse les conoce como los co-
cientes parciales.

Definicion 2.1.6. Definimos a [a,, a,, ..., a,] como el enésimo convergente
de [ay, a;, a,, ...]. Es decir, es el resultado de la siguiente fraccién continua:
Pu 1

q =lag,...,q,] = ay+
n

a + !
n—1 an

Donde (p,,q,) = 1. Y a los numeros x,, = [a,,a,,;,..-] s les conoce como
cocientes completos.
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Teorema 2.1.4. Sea [a,, a,, ...] una fraccién continua. Entonces, afirmamos
que:

* Pn=Q0yPp + Pn-2
* gy = Qpqp + dn—2
Donde p_, =1yq_, =0.
Demostracion. Procedemos por induccién. Para n = 1, donde claramente

Do=0a,yYq =1

[ag, a;] = ay + !
0> 11 — Y0 al
_a0a1+1

a,

Como se requeria. Supongamos que el teorema es valido para n. Por lo tanto,
observemos lo siguiente para utilizar la hipotesis de induccién:

]

[ao, cee s an+1] = [ao, ey, ay +
n+1

1
_ (an + a_> Dp + Dn—

n+1

B 1
(an + a_> dn- + dn—

n+1
An410nPn-1 + Pn-1 + Apy1Pn—2
Ap+1ndn—1 + dn—1 + Apn+19n—2
an+1(anpn—1 + Pn—z) + Pn-1
An11(anGn1 + 9n2) + Gna
Qny1Pn + Pn

an+1qn—1 + qn—l
_ Pnn

qn+1

Lo cual finaliza la induccion. [ |
Lema 2.1.2. Las siguientes relaciones se cumplen:

L PuGp-1 = Pn19n = (1"

2. PnGn-2 = Pn2qn = (=1)"a,
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Demostracion. Veamos la primera parte, utilizando el Teorema 2.1.4:

DPn4n—1 — Pn—19n = (anpn—l + pn—z)qn—l - pn—l(anQn—l + qn—z)
= Pn—24n—1 + ayPn-19n-1 — AuPn-19n-1 — Pn-19n—2
= (=1)(Pn-19n—2 — Pn—2qn-1)

= (=1)"(poq-1 — P-190)
= (-D"(-1)
= (-

Andlogamente, y utilizando lo anterior,

DPn4n-—2 — Pn—29n = (anpn—l + Pn—z)Qn—z - pn—z(anqn—l + Qn—z)
= Pn—2Qn—2 *+ AyPn_19n—2 — @Pn—29n-1 — Pn—29n—2
= an(pn—lqn—z - pn—2qn—1)
= (_l)nan
|

Definicion 2.1.7. Sea o un numero real. Para m = 0,1, 2, ... definimos el
siguiente algoritmo recursivo como sigue:

. C{O:(x

. a, = |a,| donde | x| representa la funcion piso.

s, =a,+
a, +1
Observemos que dada esta definicion, para un entero positivo m, se cumple
que a = [ay, ay, ... , A1, Ay, | (s€ sigue de expandir a = «,). Por lo cual, se jus-
tifica que se pueda aproximar cualquier nimero real a partir de las fracciones
continuas.

, . . p
Teorema 2.1.5. Sea « un numero irracional y — sea un convergente de su
n
fraccion continua. Por lo tanto,

L P

dn

1
a qn(an+1qn + qn—l)
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Demostracion. Sean unentero positivo. Entonces, a = [ay, @y, ... , @y, Xy i1 ]-
Entonces, utilizando el Teorema 2.1.4 y el Lema 2.1.2,

Pn _ Xpt1Pn + Pn—1 Pn
a — — —— — ——

qn an+1qn + qn—l qn
— Prn-19n + Xn+1Pn9n — A1 Pn9n — Pn9n-—1

Qn(an+IQn + qn—l)
_ Pn-19n — Pn4n-1

B qn(an+1qn + qn—l)
_ (_1)(pnqn—1 - qnpn—l)
qn(an+lqn + qn—l)
_ (-1)"
qn(an+1qn + qn—l)

. . p y
Corolario 2.1.1. Sea o un numero real con — convergente en su fraccion
n
continua. Entonces,

|qna - pnl < |qn—1a - pn—ll

Demostracion. Por el Teorema 2.1.5, tenemos que:

1

9% = Pal = —————
n Pn dn%n+1 + dn—1
Andlogamente,
1
191 = Ppa| = ———7——
o o qn—1%, + dn—2
Por lo cual, es suficiente probar la siguiente desigualdad,
1 1

< (2.1)
qnan+1 + qn—l qn—lan + qn—2

Notemos que:

1 3 1
A, +q, . 1
qn o qn 2 qn—l(an + a )+qn—2
n+1
_ 1
B dn—1
9n-1ay + - + qn—
CCn+1
Ant1

qn—lanan+1 + qn—l + qn—2“n+1
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Por lo tanto, se cumple la ecuacion (2.1) si y solo si,

Qn10y%pg1 + Qpg + 1Qu < Qn“,iﬂ + qu_1%1 <=
i1 (Qn1@y + Gu2) + Gpg < Qnarz,ﬂ tqn 1%y <=
GnO%ns1 + Guo1 < %041(@nPpir + Guor) <
I<aun

Notemos que

=a, — |a,]|, por lo cual,
n+1 ., n+1
lo cual concluye la demostracion. [ |

< 1, por lo tanto, a,,; > 1,

. , p .
Corolario 2.1.2. Sea o un numero real, q—" un convergente en la fraccién con-
n
tinua de a, entonces,

;2 < |OC — &
(an+1 + 2)qn qn

Demostracion. Argumentamos que

dn—1
Apyq + 2- Api1 > ——
n

Primero, notemos que g, > q,_;, pues de hecho, q, = a,9,_; + g,_,, donde
todos son enteros positivos. Por lo cual, es suficiente ver que a,, . +2—c, ., > 1,

lo cual es obvio, yaque o, = a,,4; + < a,,; + 1. Por lo tanto,

n+1 +1
qn(an+1 +2- an+1) > qp-1
(an+1 + 2)qn — Ap+14n > dn—
(an+1 + 2)qn > an+1qn + qn—l
(an+1 + z)q}%l > qn(an+lqn + qn—l)
1 1
> 2
qn(an+1qn + qn—l) (an+1 + 2)%

Utilizando el Teorema 2.1.5, concluimos que,

|oc—&> 1

dn (an+1 + 2)q1%1



