Capitulo 4

Teoria trascendental de numeros

Hasta el momento, hemos desarrollado las herramientas esenciales que nos
van a permitir estudiar los nimeros trascendentales. Lo natural, es encontrar
propiedades que sean ciertas para todos los numeros algebraicos, asi, si alguna
de estas propiedades no se cumplen para algun ntimero, es porque éste no
puede ser un namero algebraico, es decir, debe ser un numero trascendental.
Es decir, intentamos determinar la esencia de un namero algebraico. Por lo
tanto, no es sorpresa que estas propiedades tengan aplicaciones en otras areas,
como en las ecuaciones diofantinas.

4.1 Aproximacion diofantina

Historicamente, la primera propiedad encontrada que separa a los numeros al-
gebraicos de los numeros trascendentales, es la precision con la que se pueden
aproximar por un namero racional.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Dirichlet). Dado ¢ € R, existen enteros p, q tales
que:
1
K
a] q
Demostracion. Sea {x} la parte fraccionaria, |x{| la parte entera y Q un
entero suficientemente grande para que g < Q. Y consideremos los Q + 1
1.
numeros 0, {¢},{2¢}, ..., {(Q — 1){}, 1 que pertenecen a los a intervalos. Por el

principio de Dirichlet, existen dos de estos que pertenecen al mismo intervalo.
Afirmo que la diferencia tiene la forma g — p, veamos:

{8 — {18 = @8 — @S] — @il + a8l = (@2 — q)S — @S] + i€ ]
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Definiendo ¢ = ¢, — q, y p = |9,¢| — |9:¢] entonces {g,¢} — {q:¢} = g — p.
Por lo tanto,

1 p 1 1
-pl<==>(-=|<—=<=
la¢ = | Q ¢ Q‘ qQ ¢?

Para cualquier Q > g, lo cual completa la demostracion. [ |

Lo mas natural es preguntarse si es posible obtener una mejor aproximacion
para ciertos numeros o hay un limite para ello. Liouville encontré una cota
para los nimeros algebraicos que impide obtener una mejor aproximacion por
los racionales. Y con ello, fabric6 un naumero que se aproximara mejor que
cualquier namero algebraico, es decir, un numero trascendental.

Teorema 4.1.2 (Teorema de Liouville). Sea ¢ cualquier nimero algebraico de
grado n, y cualesquiera enteros p, g se tiene que:

P K
_—— >_
i

Demostracion. Dado que{ es un numero algebraico, entonces existe el min-
imo polinomio irreducible f € Z[x] tal que f({) = 0 por la Proposicion 2.3.1.
Ahora, sea x € [{ — 1,{ + 1], utilicemos el Teorema 2.5.2 para f’(x) (dado
que la derivada de cualquier funcion polinomial es polinomial y por lo tanto
continua y diferenciable por el Teorema 2.5.1 y Corolario 2.5.1) se tiene que:

flx)<M
Observemos que M depende unicamente de {, ya que M = f’(c) para alguna

ce[¢{—1,{+1]y f depende de ¢ por ser su minimo polinomio irreducible.

Por otro lado, es claro que f(£) # 0, pues es suficiente garantizar que £ no
q

es una raiz. En caso de serlo, podemos buscar una aproximacion mas cercana
de ¢ con ¢ # 2 tal que 2 no sea raiz, como el grado del polinomio es finito,
Q@ Q@

no puede contener infinitas raices, por lo que es un proceso finito y 2 ~ £ por
92 q

lo que el teorema vale para p, q originales. Asi,
=2 (6]

—_ — ai —_— e —

‘f<q ' E q ‘ q"

i=0
> 1, como es la suma de enteros, es suficiente ver que

(:)

n

Z a; pi qn—i

i=0

n

2 a;p'q"

i=0

Afirmo que

la suma es distinta de 0. Supongamos lo contrario, entonces =0lo
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cual es una contradiccion por lo anterior. Por lo tanto,

(G-

Ahora, consideremos el intervalo (£, ¢), por el Teorema 2.5.3:
q

n

Z aipiqn—i

i=0

1
T

10-1(2)=(2-¢) s

Donde x € (¢,2) c [¢ —1,¢ + 1], por o tanto,
q

e .«

NS
q If'()l - Mg*  q*

Observacion. Baker propone M = n?(1 + [¢]|)"'H donde H = max{|q;|},
es decir, el maximo de los valores absolutos de los coeficientes de f. Lo cual,
es muy claro si consideramos que M solo debe satisfacer f'(x) < M para x €
(§—-1,{+1). Como{|a;|} <H,i <nyx <1+ |{| entonces:

n

[0 = Y ilax™ < Y nHA + S = n¥(1 + [¢)"'H

i=1 i=1

Por lo cual esta cota no es particularmente buena, por mencionar una mejor,
directamente de lo anterior:
n(n+1)(1+ [{D"'H
M = 5

Aungque es posible reemplazar 1 por £ para mejorar la cota, la intencion es

proporcionar una constante independiente de py g.

Trascendencia a partir del Teorema de Louville: A partir de lo anterior,
Louville se dio cuenta que esta propiedad no es universal para los nimeros
trascendentes, puesto que se pueden generar nimeros con una mejor aproxi-
macidn por racionales. Consideremos

= 1
§=Zlon!

n=1
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Definamos: '
J
; 1
bj= 10/ Z 107!
n=1
Entonces,
101'|_|nz1 on' _Zlof'l_l Z 0n'
—1+1+—1(1+1+1+)
T10GHD 10U+ T T 10U+ 106G+2 ~ 10G+3) 7
1 1 1 1 10 10 1 1
< 10(j+1)!(1 Tttt )= 10G+D! (3) - (?) TG0 < (104)J

Tomando j > n donde n es el grado de ¢, contradice el teorema de Louville,
por lo tanto, { no es algebraico, por lo tanto, es trascendental.

4.2 Teorema de Lindemann

Teorema 4.2.1 (Teorema de Lindemann). Para cualesquiera nimeros alge-
braicos distintos «;, ..., &, y cualesquiera nameros algebraicos no nulos g, ..., 3,
se tiene que:

pie“t + ...+ Ben £0

Demostracion. Supongamos lo contrario, entonces existe una combinacion
lineal tal que:
pe*t+ ...+ B,en=0

Sea K la extensién normal que contiene las raices 8, ..., B, &1, -.. » &,,. Consid-
eremos

T [oBee™ + ..+ a(B)e’™] =0

ceG(K,Q)

El producto tiene como resultado 0, porque 1 € G(K, Q), es decir, (5,e%)+...+
B." esta en el producto. Supongamos que G(K, Q) = {0, ..., 04}. Expandiendo
el producto se obtiene:

Z Gl(ﬁl*) L] O'd(ﬁn*)eal(al*)"l'-.."rad(an*) — 0

Donde 1 #,..., n * son en realidad todas las posibles combinaciones de 1, ... ,n
Por ejemplo, o,(53;) --- 04(B,) estd en la suma. Es decir, es la suma de n" ecua-
ciones. Formalmente, lo escribimos de la siguiente manera:

n n
z Z o1(B;) - 4By ) - 1@ )+ +0a(a,) — ()

i1=1 ln=1
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Los exponentes o;(a; ) + ... + 04(a; ) pueden tener el mismo valor. Agrupamos
los términos con exponentes iguales. Sean yi,..., ¥, los distintos valores de
o,(a;) + ... + 04(a; ) y sea J, el conjunto de vectores (iy, ..., i,) tal que

o(a;)+...+o0(a;) =y
Por lo tanto, la sumatoria se convierte en:
N
Z 6e’ =0 donde 6, = Z o1(B;,) -+ 04(By,)
k=1 (iysemrli)ET

Notemos que cada o € G(K, Q) permuta los pares (y;, 8;), ... , (¥5, 85). Veremos
que es imposible que todos los §, sean 0 mostrando que existe un vector tal que
o(a; )+ ... +o(e; ) es distinto de todos los demds exponentes. Asi, para alguna
k, el conjunto J, tiene cardinalidad 1y &, # 0.

Definamos un orden total en C definiendo { < w si Re{ < Rew o bien,
Re! = RewyIm{¢ < Imw. Este orden total tiene la propiedad que si ¢;, @;
son nameros complejos con {; < w; parai = 1,...,r, entonces

r r
28 < 2w
j=1 j=1
Como ag, ..., a, son distintos por hipétesis, entonces o(«;), ..., o(a,,) son dis-
tintos, de lo contrario, o(a;) = o(«;), por ser un grupo, existe o~ tal que
olo(a) =07'o(q;) = o =q;

Lo cual es una contradiccion. Entonces paracadak € {1, ..., d} existe un indice
i tal que oy (a;, ) > oy (a;) para j # iy. Esto implica que

o1(a;,) + .. + o4l ) > oy(a;) + ... + 04(a;,)

Para todos los vectores (jy, ..., j,) # (i1,...,i,) y asi, oy(a; ) + ... + o4(a; ) es
distinto del resto de los exponentes. Y claramente 5, # 0, de lo contrario,
algtin 0;(8;) = 0y repetimos la demostracion del Lema 2.3.5. En conclusion,
asumamos sin pérdida de generalidad que &, ..., §; son los numeros no nulos
entre d,, ..., d,. Entonces,

t
Z 5key’< =0
k=1

Donde cada §; es distinto de 0y cada y,, son distintos nimeros algebraicos tales
que o permuta los pares (y;,6;), ..., (¥;, 9;). Utilizando el Lema 2.3.2, podemos
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encontrar un entero m tal que mJ, es un entero algebraico para toda k. Por lo
tanto, definamos u;, = mdy, asi,

t
2. Hee"
k=1

Donde cada y es un entero algebraico distinto de 0 y cada y, son numeros
algebraicos distintos tales que o permuta los pares (yq, 4y), ..., (Vs ;). Sea p
un numero primo y utilizando el Lema 2.3.2, podemos encontrar un entero [
tal que ly, es un entero algebraico para toda k. Para k = 1, ..., t definimos

1
(p—D!

fix) = AP =y P [ [ —vp)P
j=1

j#k
fu(@) = f &5 f o (u)du

My = mF (y) + oo + W F (v,)
Demostraremos que se cumple:

1. Paracada o € G(K, Q), se tiene que o(M;) € {M, ..., M,}

2. Si p es suficientemente grande, entonces M, es un entero algebraico dis-
tinto de 0.

3. |[M| <1lparak =1,...,t para p suficientemente grande.

Como veremos, estos tres puntos serdn suficientes para demostrar el Teo-
rema de Lindemann de manera eficaz. Para ello, necesitaremos los siguientes
lemas.

Lema 4.2.1. Supongamos que f tiene grado m — 1. Entonces
m ) m )
F(@) = [0 -2 1@
j=0 j=0

., . _ . d
Demostracion. Definimos t = uz™!, por lo tanto, u = zt y asi, d—L; = Zz,
entonces du = zdt. Notemos que cuando u = 0 entonces { = 0y cuando
u = z entonces ¢t = 1. Sustituyendo:

Fk(z)=f e?1-Df, (tz)zdt
0
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Integramos por partes utilizando la formula
n-1
/u(o)v(”)dt = > (-Dfu®pr-i-h 4 (—1)”/u(”)v(°)dt
k=0

Definimos u©® = f,(tz), v = ze?1-9dt, notemos que
=D = /ez(l—t)zdt = —e2(1-0) = pl-i = (_1)j+lez(1—t)

ud = fl(cj)(tz)zj y um =0
Por lo tanto,

1

1 m
f 10 fi(t2)zdt = Y (=1)F f(tz)z/ (1) e200
0 Jj=0

0

=2 > O - f(z)
j=0 j=0

|
Lema 4.2.2. Se cumple:
t p(t+1) )
O Mc=-Y ¥ wf@pparak=1,...t
j=1 m=0

(ii) Paracada o € G(K,Q), tenemos que o(M;) € {M,, ..., M,}

Demostracion. (i) Como f) tiene grado p(t + 1) — 1, entonces por el lema

anterior
p(t+1) p(t+1)

M—ZmewZﬂWm Zﬂwn

t
Sin embargo, por hipétesis, Y, u;e’’ = 0, asi,
j=1

t+1)
D)

0

Zt: p(
Jj=1 m=
(ii) Por el lema 2.2.2, existe o; € G(K, Q) tal que

(O'i(yk)’ O'i(luk)) = (J/i’ lul) para i= 1, ’t
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Asi, aplicando o; a los coeficientes de f; obtenemos

1 t
fan® = gyt Ge = antrr ! [T G- oy
j#o(1)
1 t - [ —
= o e -ny =560
J#i
Con lo cual, concluimos que
t p(t+1)
a,(M,) = —jZ mZ o(upf @)
t p(t+1)
== D, oMt = M,
j=1 m=0

Lema 4.2.3. Seak € {1, ..., t}. Entonces se cumple:
¢ p
i) fE V) =1r (H(h - n))
k=2

(ii) fij)(ym) =0param=1..,t,j=0,..,p—1y(m,j)#A,p—1).
(iii) fij)(ym) =0 mod pparam =1,...,tyj > p.

Demostracién. En general, si g(x) = (x — a)"h, entonces gV (x) = r(x —
a)y'h+ h'(x—a) yg®(a) =0, es claro que g"™(a) = 0 param = 0, ...,r — 1
y g = rlh(a), esto demuestra (i) y (ii). Ahora, seam € {1,...,t}yj > p,
definimos:

LG B A%

o Xy 1
g(x) '_fl(l) -1 11

Entonces (p — 1)!g es un polinomio con coeficientes enteros algebraicos, pues
escogimos [ tal que ly; sea un entero algebraico. Notemos que si g = ¢,x" +
... + ¢, € C[x], entonces para todo j > 0:

1

]!g(j)(x) = cr(;)x’—f + c,_l(’;l) +ote
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! 3 3 . 3
Por lo tanto, (p—1)! g.—'(x) es un polinomio con coeficientes enteros algebraicos.
j!
. D(ly . .
En particular £ U esun entero algebraico. Ademas, por la regla de la cadena

p
gW(x) = 5”(?) . % y por lo tanto,

1w Vg90y)
p P

es un entero algebraico. Esto demuestra (iii). [ |

Lema 4.2.4. Para p suficientemente grande, M, es un entero algebraico no
nulo.

Demostracion. Aplicando los Lemas 4.2.2 y 4.2.4, tenemos que:

t
M, =—-uA?P modp con A := lt(H(h — V)
k=2

M +u AP

Por lo tanto, es un entero algebraico, por lo tanto, M, tiene que ser

p

un entero algebraico y veremos que no puede ser nulo para p suficientemente
AP .

grande. Asumamos que = (tomando M, = 0) es un entero algebraico, y

P
b = N(u;), B = N(A), entonces b,B € Z por el Lema 2.3.2, utilizando el
mismo lema:

AP BP
N b—d ez
p p
Lo cual es imposible si p > |bB|. Por lo tanto, M; # 0. [ |

Lema 4.2.5. Para p suficientemente grande |M;| < 1 parak =1,...,¢.

Demostraciéon. Notemos que:

Fk(z)=f ez“f(tz)zdtgf el?l| f(tz)||z|dt
0 0

< |zlell - sup |f(u)|
ueC

[ul<|z|

Pues f estd acotada por una constante M por el Lema 2.5.2, es decir, se puede
acotar por la integral de una constante (que es facil de calcular). Asi, sea 8 =
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t
max [[(|yx —7;|) para toda k, @ = max(|y; — y|) para toda i, k, y u = max y;
j=1

J#k
para toda i, entonces, se cumple que para toda k, i:

wP~1BP[P
F N < |y el . — &~
Por lo tanto,
wPBPIP cP

IM,.| < u-tlylel -

(p—1! (p-1!
Donde c es una constante que depende de u, t,y;, w, B y L, pero independiente
de p. Dado que para todo ¢ > 1, (C—p' — 0 conforme p — o0, entonces

p—1)!
|M,| < 1 para toda k para p suficientemente grande. [ |

Finalmente, hemos completado los tres puntos propuestos. Por lo tanto, por
los Lemas 4.2.2,4.2.4,4.2.5

H o(M,)

oceG(K,Q)

INM,)| = =M, - M| = [M;] - [M;] <1

Por el Lema 2.3.4, tenemos que N (M, ) es un entero con la propiedad de N(M;) <
1. Por lo tanto, N(M;) = 0, por el Lema 2.3.5, M; = 0, lo cual contradice el
Lema 4.2.4. Asi, hemos producido un entero N(M,) que depende de «y, ..., &t,,,
Bi,--» B, tal que 0 < N(M;) < 1, lo cual es imposible. Con esto finaliza la
demostracion del Teorema de Lindemann. [ |

Como veremos, este Teorema es en realidad una herramienta util para generar
numeros trascendentales. Veamos algunas consecuencias.

Consecuencias del Teorema de Lindemann

Corolario 4.2.1. Sea a un numero algebraico no nulo. Entonces § = e* es un
nuamero trascendental.

Demostracion: Supongamos lo contrario, entonces j es algebraico, por lo
tanto, e* — Be° = 0, lo cual contradice el Teorema de Lindemann. [ |

Corolario 4.2.2. 7 es trascendental.
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Demostracién: Supongamos lo contrario, entonces 7i es algebraico. Como
e™ = —1 entonces e™ + e° = 0, lo cual contradice el Teorema de Lindemann,
por lo tanto, 7 es trascendental. (Es claro que este argumento se puede exten-
der para demostrar que 7i es trascendental.) [ |

Corolario4.2.3. Sea o un namero algebraico distinto de 0, entonces sin «, cos «
y tan a son trascendentales.

Demostracion: Supongamos que sina es algebraico. Como

cosa = V1 —sin’ a entonces cos « es algebraico. Como ia es algebraico dis-
tinto de 0, entonces e!* = cos a +i sin a es trascendental por el Corolario 4.2.1.
Lo cual es una contradiccién por ser una suma y producto de nameros alge-
braicos. Andlogamente para cos a y tan a, ya que pueden probarse con la iden-
tidad 1 + tan’a = cos2 a. N

Corolario 4.2.4. Sea o un numero algebraico distinto de 0, 1, entonces In « es
trascendental.

Demostracion: Supongamos que In a es algebraico. Entonces e™* = « es
trascendental, lo cual es una contradiccion por el Corolario 4.2.1. [ |

Definicion. Decimos que los numeros a4, ...,a, € C son algebraicamente
independientes si no existe un polinomio (no nulo) f € Q[x,,...,, X, ] tal que

flaq,...,a,) =0.

Observacién. Supongamos que «, es algebraicamente independiente, en-
tonces es trascendental.

Definicion. Dado un subconjunto S de C, definimos el grado de trascen-
dencia de S como trdeg S como el maximo numero ¢ tal que S contiene ¢ ele-
mentos algebraicamente independientes.

Corolario 5: Supongamos que ay, ..., &, son linealmente independientes so-
bre Q. Entonces e“, ..., e* son algebraicamente independientes.

Demostracion: Sea f cualquier polinomio nonulo en Q[x, ...x, ]. Entonces:

FO, X)) = D) Biy o By Xy e X

l]EI
paraB; ---B; € ﬁ[xl, ...»X,] y I un conjunto no negativo. Por lo tanto,

f(erxl, ey ) = Z Bil Binea1i1+...+ocnin
i;el
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Como ay, ..., &, son linealmente independientes sobre @, entonces los expo-
nentes a;i; + ... + a,i, son distintos. Supongamos lo contrario, entonces a;i; +
e + i, = ajj, + ... + a,j,, entonces o, (i, — j;) + ... + a,(i, — j,) = 01lo
cual contradice que a4, ..., @, sean linealmente independientes sobre Q o bien
i = ji. Por lo tanto, por el Teorema de Lindemann f(e*,...,e“) # 0, por
lo tanto, e, ..., e* son algebraicamente independientes o bien, tiene grado de
trascendencia n. [ |

El siguiente corolario no fue encontrado en ningtn articulo relacionado al
tema. Reconozco que el resultado podria ser de la autoria de alguien maés, pero
lo incluyo como resultado de mis observaciones personales.

Corolario 4.2.5. Dadas las condiciones del Teorema de Lindemann, dado § =
B.e™ + ... + B,e%, entonces ¢ es un numero trascendental.

Demostracion: Supongamos lo contrario, entonces ¢ es algebraico. Pode-
mos suponer que «; # 0 Vi, de lo contrario, consideremos ¢, = ¢ — 3,e® como
nuestronuevo ¢ = f,e* +...+f3,e%, el cual es la suma de nimeros algebraicos,
por lo tanto, es un nimero algebraico tal que ninguno de sus a; = 0 para toda
J- Asi,

le — Bre — ... —B,e =0
En cualquier caso, hemos generado un numero ¢{ que contradice el Teorema
de Lindemann. Por lo tanto, { es un numero trascendental. [ |

4.3 Teorema de Gelfond-Schneider

En el siglo 20, habia un gran interés por expandir nuestro conocimiento ac-
erca de los numeros trascendentales. Motivado por la lista de 23 problemas de
David Hilbert [6], el 7mo problema fue resuelto primero por Gelfond, seguido
por Schneider de manera independiente, por lo cual, ahora se conoce como el
Teorema de Gelfond-Schneider. Como veremos, es en realidad, una maquina
para producir nameros trascendentales.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Gelfond-Schneider). Sean « y 8 numeros alge-
braicos tal que a # 0, a # 1y £ no es un numero racional real, entonces
cualquier valor of es trascendental.

Demostracion. En general, af = ef1°6@® donde log(x) es en realidad una
funcion multivaluada en los nimeros complejos. Asumamos que a y 3 satis-
facen las hipotesis del problema y definimos y = ef1°8® Sea K una extension



