Capitulo 6

Conjetura de Collatz

Construyamos una sucesion de numeros que puede comenzar con cualquier
numero. Si nuestro nimero es par, el siguiente serd el anterior dividido entre
dos. Si nuestro numero es impar, el siguiente serd el anterior multiplicado por
3 y sumado con 1. Por ejemplo,

5(impar) — 16 (par) — 8 (par) — 4 par — 2par — 1

La conjetura de Collatz afirma que esta sucesion de numeros siempre alcan-
zaré el valor 1. Curiosamente, si repetimos este proceso una vez mas 1 —
4 — 2 — 1 se obtiene un pequefio ciclo. Nuestra tarea es el estudio de
los ciclos. Problemas como estos pueden generarnos una falsa ilusion, pues
aparentan ser sencillos y uno puede sorprenderse al darse cuenta que conecta
con 4reas tan grandes como sistemas dindmicos, teoria de numeros trascen-
dentales, teoria de la medida, sistemas computacionales, ecauciones diofanti-
nas, entre muchas otras.

Dada la altura de estas areas, no es dificil convencerse que proporcionar
cualquier avance significativo para demostrar la conjetura requiere de una
maquinaria pesada, dificil de comprender e inaccesible para la mayoria de los
matematicos. Es por ello, que se intentara presentar el material con la mayor
naturalidad posible para que los problemas surjan a partir de pequefias ob-
servaciones. Esta, es una invitacion para cualquier matematico que busque
entender las raices que originan los misterios de la conjetura.

Conjetura de Collatz: Sea f : N — N definida como:

n
— si n=0 mod 2
fmy={_ 2 ,
3n+1 si n=1 mod?2
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Consideremos la sucesiéon definida como:

0= n para i=0
P7\ f(a;.) para i>1

Entonces la sucesion eventualmente toma el valor de 1 para todo n € N. Es
decir, a; = f/(n) = 1 para algin j € N.

En términos simples, estamos definiendo una funcién que hace lo siguiente:
« Sin es par, lo dividimos entre 2.
« Sin esimpar, lo multiplicamos por 3 y le sumamos 1.

« Con el nuevo valor, repetimos el proceso.

6.1 Dificultades de su estudio

Dadala simplicidad de esta conjetura, no hay muchas posibilidades para cualquier
sucesion. Sia; = 1, para alguna j, entonces a;,; = 4, a;y, = 2,a;,3 = 1. Es
decir, eventualmente se obtiene lo que se considera un ciclo que se repite in-
finitamente. Si a; # 1V k, entonces la sucesion crece indefinidamente o bien,

se obtiene algun otro ciclo. Por lo tanto, es suficiente ver que se cumplen dos
condiciones para demostrar la veracidad de la conjetura:

+ Lasucesion g; no crece indefinidamente.
« No existen ciclos ademas del trivial 1 - 4 — 2 — 1.

Muchos matemaéticos han intentado abordar de manera directa o indirecta
cualquiera de estas dos condiciones, sin éxito. A diferencia de otras suce-
siones, no se conoce alguna "férmula” para obtener el valor de la sucesién en
la k-ésima iteracion. Esto es particularmente problematico, porque la suce-
si6n puede alcanzar valores muy altos y bajos, sin ningin orden aparente. No
obstante, existen acercamientos a dichosa formula como veremos.

Ademas, otra de las dificultades es que no tenemos los conocimientos para
predecir la descomposicion en nameros primos al sumar 1.
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6.2 Enfoques que han proporcionado mayor vision
del problema

Las areas mas fructiferas han sido aquellas que trabajan en sistemas dindmi-
cos. Las ecuaciones parciales tienen un comportamiento similar a la funcion
de interés. El resultado mas importante hasta el momento fue proporcionado
por Terence Tao, al demostrar que la conjetura es casi verdadera para casi todos
los numeros. Por supuesto, visto desde la perspectiva de teoria de la medida,
esto significa que el conjunto de niumeros que no cumplen con la conjetura de
Collatz tiene medida 0.

6.3 Comportamiento de la funcion

Para entender acerca de los ciclos, uno primero tiene que estar interesado en
comprender el comportamiento de la funciéon. Principalmente, nos interesa
conocer por qué la funcion crece o decrece. Claramente, si n es par, la funciéon
decrecera hasta que deje de serlo. Por lo cual es més interesante conocer hasta
qué punto la funcién crecerd si n es impar. Para ello, analicemos un ejemplo
especifico:

n | f) | f*(n)
31 | 94 | 47
47 [142 | 71
71 | 214 | 107
107 | 322 | 161
161 | 484 | 242

Podemos notar un comportamiento interesante, primeramente, f(n) siempre
es pary f?(n) es siempre impar (con una excepcion). Veamos qué informacion
se puede demostrar a partir de estas observaciones.

Proposicion: Sin es impar, entonces f(n) debe ser par.

Demostracion Si n es impar, entonces f(n) = 3n + 1. Como n es impar,
n =2k +1 paraalguna k € N, por lo tanto, f(n) =3Q2k+1)+1 =6k+3+1 =
6k + 4 = 2(3k + 2). Por lo tanto, f(n) es par y ademas, f?(n) = 3k + 2.

Observacion. Notemos que la diferencia entre 47y 31 esde 16. La diferencia
entre 71 y 47 es de 24. La diferencia entre 107 y 71 es de 36. Y la diferencia
entre 161 y 107 es de 54. Para estos valores, la siguiente diferencia serd 1.5
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veces mayor, es decir, 36 = 24(1.5), etc. Sin embargo, la diferencia entre 242y
161 es de 81. Y 81(1.5) no es un entero. Asi que algo fall6 al obtener 242. La
clave para entender los ciclos estd en comprender por qué este valor rompio
con el comportamiento anterior.

Supongamos que el patrén continuara indefinidamente. Es decir, dado n
impar f2(n) sea impar. Entonces por definicion:

Iteracién k-ésima | Valor obtenido
3n+1
1
2
In+5
2
4
27n+19
3
8
81n+65
4
16
243n+211
5
32

Como sospechidbamos, estas iteraciones tienen un patrén bien definido:

Proposicion: Seag(n)lan-ésimaiteracion del patrén anterior, es decir, g(n+
1) = f?(g(n))tal que g(k) es impar para todo k € N. Entonces, el k-ésimo valor
obtenido de g(k) esta dado por:

k k _ ~k
g(k)=3n+(3 25)

2k

Demostracion: Veamos por induccion, sea n = 1, entonces:

3'(n)+3' -2 3n+1
g(1) = o ==

Supongamos que el resultado es valido para n = k y veamos que es cierto para
n = k + 1. Por hipétesis de induccién:

34(n) + (3" = 29
g(k) = S
Como g(k) sigue el patrén, por definiciéon g(k + 1) = f%(g(k)) donde g(k) es
impar, por lo tanto,
3 <3k(n) + (3F — 2’<)) +1 3k+1(n) 4 3+ — 3(2k) 4 2K

_ 2k _ 2k

gk+1)= > = >
3k+1(n) + (3k+1 —2. 2k) 3k+1(n) + (3k+1 _ 2k+1)

gk +1) = 2. ok - Skt

Lo cual completa la induccién.



